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SaZetak — RjeSavanje problema u nastavi
matematike zauzima znacajan prostor pozornosti
matemati¢ara | istrafivaca u matematickom
obrazovanju jos u vrijeme Georga Polye, a i nakon
njega. MoZemo recéi da je George polya utrao put
sustavnom i strukturiranom planu za rjesavanje
problema. Nakon njega nailazimo na razne teorije i
teoretski formirane strukture koje se bave
rjeSavanjem problema opdcenito i rjeSavanjem
problema u nastavi matematike. PocCetak definiranja
matematickog problema i kako rjeSavati probleme u
nastavi matematike te koji se zadatci smatraju
problemima je pocetak smjestanja ucenika u centar
odgojno-obrazovnog procesa s naglaskom na Sto
vecu aktivnost i ukljucenost ucenika. To je ujedno i
svrha suvremene nastave, osposobiti ucenike za
rjeSavanje problema. U modernom drustvu, koje je
podloZno brzim promjenama potrebno je imati
odredene vjestine, a jedna od nih je i sposobnost
rjeSavanja problema. U ovom radu predstavit éu
rezultate istraZivanja o huristickom pristupu pri
rjeSavnju problema, strategijama koje se Koriste za
rjeSavanje problema, tipovima problema, razvoju i
ulozi mentalne sheme ucenika i sposobnosti
rasudivanja te ulozi ucitelja prilokom rjeSavanja
problema u nastavi matematike.

l. UVOD
Sredinom proslog stoljeca javlja se interes za
rjeSavanje problema u nastavi matematike. Zacetnik
svega toga je poznati matematiCar George Polya
(1945) koji je predstavio opceniti plan rjeSavanja
problema u nastavi matematike kroz Cetiri faze za sve
vrste problema. Nakon njega poznati istrazivaci u
matematickom obrazovanju su proucavali Polyin plan
i analizirali ga kao $to su Schoenfeld (1979) i Sewerin
(1979). Posebno, rjesavanje problema je od 1969.
godine bilo tema na svakoj konferenciji ICME-a. U
80-im 90-im godina istrazivaci i edukatori su se bavili
definiranjem matematickog problema,
klasifikacijama problema i nafinom pristupanja

rjeSavanju matematickih problema, te uvidanjem
vaznosti rjeSavanja problema za ucenike. Krajem 90-
ih pa sve do sada razne drzave diljem svijeta rade na
implementaciji rjeSavanja problema u kurikulume i
programe. Nadalje, rjeSavanje problema smatra se
jednom od najvisSih kognitivnih vjestina u nastavi
matematike i opcenito u svakodnevnim zivotnim
situacijama, stoga su se istrazivaci zanimali i za
predzananje ucenika, njihovo prethodno iskustvo u
rjeSavanju problema, koji su kognitivni procesi
potrebni za uspjesno rjeSavanje problema te na koji
nacin uanprijediti kognitivne vjestine ucenika. Vrlo
tesko je razumijeti proces rjeSavanja problema, stoga
su razni matematiCari pokuSali dati strukturu,
formalizirati taj proces koji bi olakSao ucenje i
poucavanje problema. PokuSali su dati opceniti
teorijski okvir za rjeSavanje problema. Velika
pozornost se pocela davati i utjecaju stavova i
motivacije ucenika za rjeSavanje problema. U ovom
radu ¢u sustavno prikazati Sto se do sada u svijetu
istrazilo u vezi rjeSavanja problema, definiranju
matematickog problema, heuristickom pristupu,
tipovima problema, strategijama za rjeSavanja
problema, ucenikovoj sposobnosti rasudivanja te
ulozi ucitelja prilikom tog procesa.

II. HEURISTIKCKI PRISTUP RJESAVANJU
PROBLEMA | POVIJESNI PREGLED

U vrijeme Georga Polye matematika se pocela
shvacati kao sredstvo za kognitivni razvoj ucenika.
On je smatrao da je potrebno osposobiti u¢enika za
rjeSavanje problema u nastavu matematike Sto
pridonosi  kognitivnom  razvoju i  boljem
razumijevanju nastavnih sadrzaja. Smatrao je da na
taj naCin moze popularizirati matematiku medu
ucenicima. Godinama je uvrijezeno da je matematika
najmanje popularna medu svim predmetima.
Medutim, matematika moze biti popularna i zabavna
te donijeti mentalnu aktivnost na vedu razinu.
Matematika je potrebna svima, inzenjerima,
znanstvenicima, uciteljima, ucenicima. Kako bi
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krenuli u daljnju analizu najprije ¢emo definirati
matemati¢ki problem. Matemati¢ki problem je
problem koji se moze prikazati, analizirati i po
mogucnosti rijesiti matemati¢kim strategijama (Blum
i Niss, 1991). Nije svaki zadatak problem.
Matematicki problem je onaj zadatak u kojem rjesenje
nije ocigledno kao ni sama strategija rjeSavanja
(Polya 1981, Blum i Niss 1991, Nunokawa 2005).
Ako nam je na prvi pogled rjeSenje zadatka vidljivo i
metoda rjeSavanja, tada se radi o rutinskom zadatku.
Problem moze biti i zadatak koji je tekstualni, ali i
algebarski zadatak. Kao takav moze biti jednostavniji,
problem iz realnog svijeta ili slozeniji, apstraktniji
problem, Cisto matematicki problem (Blum i Niss,
1994). Nunokawa, (2005) kaze i da je problem ono
Sto zahtjeva dublje promisljanje, KkoriStenje
prethodnog znanja, transformiranje zadatka. Problemi
su 1 zadatci Cija ih tezina i sloZenost C¢ini
problemati¢énim i nerutinskim (Xenofontos, 2014
prema Schoenfeld, 1992, Goos, Galbraith i Renshaw,
2000).

Rjesavanje problema opcenito se smatra najvaznijom
kognitivnom aktivnosti u svakodnevnom Zivotu
(Jonassen, 2000). Mozemo ga definirati kao
pronalazenje odgovora na pitanje u zadatku, a za Cije
pronalaZenje nije poznata metoda ili procedura
(Cindri¢, 2014).

Gagne, (1980) smatra kako srediSnja tocka
obrazovanja treba biti to kako nauciti uc¢enike misliti,
kako koristiti ‘zdrav razum’ (razmisljati racionalno) i
da postanu §to bolji u rjeSavanju problema (Jonassen,
2000 prema Gagne, 1980). Problem se smatra
pitanjem koje je tesko rijesiti, sumnjivim slucajem ili
slozenim zadatkom koji ukljuuje sumnju i
neizvjesnost (Seel, 2012). Pronalazenje vrijednosti
nepoznatog mora imati neku drustvenu, kulturnu ili
intelektualnu vrijednost (Jonassen, 2000).

Rjesavanje problema je kompetencija koja je
potrebna za svakodnevni zivot (Cindr¢, 2014). Stoga
su matematicki problemi dobar trening za probleme u
svakodnevnom zivotu (Cindri¢, 2014). Problemi se
mogu razlikovati i proucavati prema strukturi,
specifi¢nosti, apstraktnosti i sloZenosti (Jonassen,
2000).

Vecina psihologa i pedagoga, smatra rjeSavanje
problema najvaznijom vjesStinom u zivotu, jer se ljudi
svakodnevno susre¢u s raznim problemima, a
rjeSavanje problema je najefikasnije sredstvo za
stvaranje kreativnog misljenja (Stojakovi¢, 2005).

Pedagozi i psiholozi isticu kako se poucavanje
matematike ne smije svoditi samo na implementaciju
metoda, procedura ili primjenu algoritama.
Rjesavanje matematickih problema s rije¢ima
opisano je kao "srce matematike", jer povezuje
matematiku sa stvarnim zivotom §to povecava

uCenikovu motivaciju za ufenje matematike
(Khoshaim, 2020).

Polya je smatrao da vjestina rjeSavanja problema nije
urodena, ve¢ se ona moze nauciti. Klasificirao je
matematicke probleme ne prema tematici, ve¢ prema
metodi rjeSavanja. Polya stavlja naglasak na
heuristicki pristup rjeSavanju problema i koriStenje
heuristickih strategija za rjeSavanje problema.

Heuristika se bavi rjeSavanjem  problema,
ispitivanjem nacina kako rijesiti problem, detaljnije
pristupa problemu, analiziranje i prikupljanje
informacija, medusobno usporedujuéi probleme kako
bi se apstrahirala stvarnost i dobili heurizmi.

Postoje Cetiri faze rjeSavanja problema:

1. razumijevanje problema,
2. smiSljanje plana,

3. provodenje plana i

4. pogled unatrag

Kroz ove faze ispreplice se heuristicki pristup
rjeSavanju problema u kojima ucitelj navodi ucenika,
heuristicki, kako ¢e pristupiti rjeSavanju problema,
koju metodu koristiti. Heuristika je postupak koji vodi
ucenika prema rjeSavanju problema, pomaze mu u
otkrivanju. Heuristickim metodama ucitelj se trudi da
ucenik koristi sva osjetila pri provodenju ovih koraka.

U prvoj fazi, fazi razumijevanja problema, klju¢no je
problem razumjeti, a da bi se problem razumio
potrebno je da ucenici postave i nadu odgovore na
sljedeca pitanja.

Sto je nepoznanica?

Koje podatke imamo?

Koji su uvjeti?

Moze li se zadovoljiti taj uvjet?

Je li taj uvjet dovoljan kako bi se odredilo nepoznato?

Postoji li previse podataka u wuvjetu koji ¢e nam
donijeti rjeSenje koje nije konkretno za problem?

Ucenike treba navoditi da promisljaju o ovim
pitanjima, a uvjezbavanjem stjeCu mentalni sklop u
kojem pri svakom sljede¢em rjeSavanju problema
pristupaju na takav nacin. Vazno je vizualizirati
problem kao cjelinu, razumjeti njegovu svrhu
stimuliranjem motivacije i ponavljanjem klju¢nih
pitanja. Prouciti i grupirati dijelove, u dokaznim
zadatcima su to hipoteza i zakljucak, $to dovodi do
trazenog dokaza, a u zadatcima kojima se traZi
rezultat su to podatci, uvjeti i nepoznanica. Stvoriti
mentalnu shemu takvu da ucenik kombinira dijelove
s dijelovima, dio sa cjelinom. Na taj nacin ¢e $to bolje
razumjeti problem.



U drugoj fazi je potrebno smisliti plan, dobiti ideju za
rjeSenje problema. Potrebno je pronaci poveznicu
izmedu podataka, nepoznatog i uvjeta. Ponekad, kako
bi se dobila ideja za rjeSenje problema je potrebno
rijeSiti slicne probleme. Pokusati se prisjetiti veé
videnog problema koji je povezan sa zadanim.

Pitanja koja je pozeljno postaviti i na njih dati
odgovor.

Mozes li rijesiti slican problem?
Sto je korisno iz tog problema?

Mozes li koristiti metodu za rjeSavanje slicnog
problema?

Ono $to je kljucno u ovoj fazi je pogledati problem s
viSe strana, iz raznih perspektiva, raditi na
povezivanju s prethodnim problemima u kojima
istovremeno uo¢avamo sli¢nosti i razlike, analizirati i
sintetizirati. Ucenik tako dobiva ideju koja moze biti
dovoljna, ali ako nije dovoljna za potpuno rjeSenje
problema, treba prouciti dijelove te ideje 1 vidjeti $to
je kljuéno za zadani problem, do kojeg dijela rjesenja
problema ideja vodi.

Paziti da pitanja ne budu konkretna u loSem trenutku,
jer ako je ucenik daleko od rjeSenja, konkretnim
pitanjem on nece nista nauciti. Pitanje nije pouceno
za rjeSavanje drugih problema, a ni u¢eniku nije jasno
kako je ucitelj odjednom doSao do tog pitanja.
Konkretna pitanja moZzemo postaviti kada je ucenik
blizu konacnog rezultata ili rjeSenja problema.

U fazi provodenja plana potrebno je izvesti plan do
kraja ali promisliti o ispravnosti svakog koraka.
Vazno je provijeriti svaki korak, kod nekih je to
intuitivno, a kod nekih je potrebno provesti dokaz
formalno. Dakle, sve algebarske i geometrijske
dijelove rjesenja provjeriti.

Pozeljno je postaviti i odgovoriti na sljedeca pitanja.
Je li jasno da je svaki korak tocan?
Mozete li dokazati da je tocan?

U zavr$noj, Cetvrtoj fazi rjeSavanja problema, Polya
kaze da je potrebno pro¢i ponovo kroz cijeli postupak
rjeSavanja problema. Svakako je dobro razmisliti o
rjeSenju zadataka, o njegovoj interpretaciji, ima li
smisla. Potrebno je provjeriti argument, podatke i
uvjet. Pozeljno je razmisliti i o ideji za rjeSavanje
problema.

Jonassen (2000) smatra kao treba veliku ulogu u
rjeSavanju problema kognitivnim, afektivnim i
konativnim procesima i potrebno je ucenike nauditi
kako kontrolirati svoj um, svoje razmisljanje i kako
koristiti racionalne moc¢i. Znaci, problemi koji su

dobro strukturirani nemaju veze s problemima s
kojima se u€enici susre¢u u svakodnevnom zivotu.

Postavlja se pitanje, moze li, izmedu ostalog, dobro
strukturiran  nastavni  kurikulum  utjecati na
sposobnost rjesavanja problema kod ucenika. Na koji
nacin uvesti uc¢enike u proces rjeSavanja problema?
Moze 1li opcenita teorija, plan pomo¢i u tome?
Odgovor je potvrdan. Medutim kako to potanje
objasniti. Detaljan odgovor ¢u nastojati dati u svojim
daljnjim istrazivanjima. Sigurno, sustavan pregled
pristupa  rjeSavanju  problema, prikladnim
strategijama, obzirom na vrste problema, koje
misaone procese ukljuciti, koja je uciteljeva uloga u
svemu tome i koja je zapravo vaznost heuristike u
rjeSavanju problema. Svaki navod potrebno je
potkrjepljivati primjerima i implikacijama kako
uvesti u nastavu, u kojim temama koristiti rjeSavanje
problema. Takoder ¢u vidjeti §to se dogada na razini
Republike Hrvatske u aspektu rjeSavanja problema.
Ispitati miSljenja ucitelja o vaznosti rjeSavanja
problema, njihovoj osobnoj educiranosti, sposobnosti
artikulacije nastave s rjeSavanjem problema. Prouciti
i analizirati literaturu, udZbenike. Sto se sve nalazi u
udzbenicima. Kona¢no dati implikacije, odnosno
prijedlog uputa za sustavno rjeSavanje problema u
nastavi matematike.

Mnogi istrazivaci u svijetu, kao $to su Gagne, Briggs,
Wagner (1992), van Merrieboer (1997), Smith i
Ragon (1999.), daju opcenite strategije rjeSavanja
problema, opée upute kako primijeniti rjeSavanje
problema u nastavi matematike, prate¢i ucenje samog
koncepta i pravila, naglaSavanjem kognitivnih
vjestina potrebnih za uspjesno rjeSavanje problema.
Medutim, treba razumjeti da razliciti ishodi,
zahtijevaju razlicite uvijete 1 podrSku obzirom na to
koji je koncept u pozadini problema ili se pak radi o
uvjezbavanju pravila.

Stephen Lerman (2010) opisuje razvijanje
matematickog jezika kao kljutnog elementa za
rjeSavanje problema. Neuspjeh u rjeSavanju problema
moze biti izazvan i time da ucitelj ima bogat, a ucenik
loSe razvijen matematicki jezik. Potrebno je ucenike
uCiti razmisljati, razvijati svaki pojam na
hijerarhijskoj i vertikalnoj razini, nadalje hijerarhijska
razina ima hijerarhijski dio i horizontalni dio.
Odnosno, ucenike treba poucavati postepenom
odmaku od zadataka iz svakodnevnog zivota i polako
ih uvoditi u proces apstrakcije, $to bi oznacavalo
razvoja rjeSavanja problema na hijerarhijskoj razini.
Odnosno, krenuti s jednostavnijim  rutinskim
zadatcima do sloZenijih, slabo strukturiranih,
apstraktnijih problema. Da bi se postigla uspjesnost
na toj razini potrebno je razviti rjeSavanje problema i
na horizontalnoj razini, §to znaci uvjezbati dovoljno



ove jednostavne, rutinske zadatke iz svakodnevnog
zivota. Ucenici koji stavljaju naglasak na kontekst i
identificiraju ga kao apstraktno, ne mogu primijeniti
znanje koje imaju u tom zadatku kako bi rijesili neki
drugi zadatak s drugacijim kontekstom ili bez
konteksta uopce, jer nisu razumjeli koncept koji je u
pozadini problema.

Nadalje, potrebno je razvijati ucenicko znanje i
vertikalno, odnosno, da ucenik nadograduje svoje
znanje, integracijom novog u prethodna znanja.

Kilpatrick (1985) navodi pet koraka za rjeSavanje
problema:

1. Osmoza: u okruzenju koje je povoljno za ucenje,
usmjereno i implicitno se prenose tehnike rjeSavanja
problema

2. Memoriranje: formiranje posebnih tehnika za
rjeSavanje problema odredenog tipa te kako ih
pravilno primijeniti.

3. Oponasanje: oponasanjem ucitelja, ucenici stjecu
sposobnosti rjeSavanja

4. Suradnja: ucenici stjeCu sposobnosti rjeSavanja
problema suradujuci s drugim ucenicima u grupama

5. Refleksija: ucenici stjeCu sposobnosti rjesavanja
problema kroz promis$ljanje o pristupu i postupcima
tijekom rjesavanja problema

Ucenicima ove heuristike trebaju biti objasnjenje kroz
probleme i prikazivanje problema.

Prema Bruder i Collet (2011), ucenje kako rjeSavati
probleme odvija se u 4 faze:

1. Intuitivno upoznavanje s heuristi¢kim strategijama
i metodama — pomocu agilnih, poticajnih pitanja

2. Osvjes¢ivanje posebnih heurizama pomocu
istaknutih primjera za koje je karakteristicna
odredena strategija — eksplicitne upute

3. Kratko uvjezbavanje novih strategija —
upoznavanje s heurizmima i stjecanje iskustvenih
kompetencija

4. ProSirenje konteksta — prijenos u druge kontekste

Heurizmi se mogu opisati kao odredeni nacini
postavljanja pravih pitanja. Isto tako, treba dati priliku
i uenicima da sami postave pitanja.

Da bi znali koje heuristi¢ke alate primijeniti, potrebno
je znati kako prikazati problem, strukturirati, mozda
predstaviti na drugaciji nacin. Nije jednostavno dobiti

odgovore na ta pitanja, Sto je povezano sa
samoregulacijom i metakognitivnim sposobnostima.

Mnogi istraziva¢i navode kako problem zapravo
takav zadatak, situacija s kojim se ucenik nije prije
susretao, nema iskustva za rjeSavanje. Samim time
heuristika tu zakazuje.

Prema Liljedahl i dr. (2016), problem je takav zadatak
koji se ne moze rijeSiti izravnim naporom nego
zahtijeva kreativni uvid u rjeSenje. Sli¢no navodi i
Poincare (1952), da je rjeSavanje problema otkric¢e
preko kreativnosti. U kreativnost su ukljuceni
nesvjesni mentalni procesi (Hadamard, 1945).

Matematicka kreativnost se moze opisati kao
fenomen iznenadnog osvijetljena.

Sastoji se od Cetiri faze:

1. Inicijacija — pokuSaj rjeSavanja problema,
bezuspjesno

2. Inkubacija — ucenik rjeSava problem nesvjesno
(odmak od problema9

3. lluminacija — osvjetljenje, dolazak do rjeSenja,
svjesno vracanje na problem

4. Provjera — nuzna za detaljniji uvid u problem

Treba naglasiti da je iluminacija proces koji se dogada
izmedu svjesnog i nesvjesnog djelovanja.

Kreativno rjesavanje problema odredeno je vanjskim,
vidljivim procesima, ali i samim karakterom ucenika.

Nije lako procijeniti kreativnost ucenika, pokusao je
Csikszentmihalyi, (1996), proucavajuci Kreativnost
kroz tri faze, procjena uéinkovitosti otkrica, rasprava
0 procesima kreativnosti, rasprava o navikama i
genijalnos¢u ucenika.

Jako je relevantno odrediti je li neki u¢enik kreativan
ili ne. Stoga treba gledati na kreativnost kao vrijednu
osobinu ucenika i samo ako je toc¢no rijeSio neki
problem na drugaciji na¢in, ne nuzno da je taj nacin
efikasniji.

Kreativno rjeSavanje problema uz pomo¢ heuristike je
moguce.

Ako se problem ne moze rijeSiti samo uz pomoé
heuristike, dizajnirano (Polya, 1949; Schoenfeld,
1985), ucenik se mora osloniti na posebno logicko
razmiSljanje — probojno razmisljanje (Perkins, 2000).

Takav nadin razmiSljanja karakteristiCan je za
kreativno rjesavanje problema u kojem ucenik dolazi
do AHA! efekta.



Ako se problem ne mozZe rijeSit namjernim
djelovanjem, heuristika se treba sastojati od dva
glavna procesa: specijalizacija i generalizacija.

Kroz specijalizaciju se ispituju Kkarakteristike
problem, pokuSava se rijeSiti problem. Ako se ne
uspije, nastavlja se istrazivanjem i pokuSavanjem.
Generalizacijom se ispituje specifinost rjesenja,
razlozi zbog kojih je taj postupak uspio.

Istrazivac¢i navode da u danasnjem svijetu velikog
tehnoloskog  napretka,  koriStenjem  digitalne
tehnologije ucenik ispituje i analizira problem
generiranjem svih slucajeva, odreduje svojstva, veze
izmedu koncepata, specificira slucajeve, samim time
koristi razne strategije za rjeSavanje problema.

Takoder, ono $to je usko povezano s poboljSanjem
sposobnosti rjeSavanja problema je i postavljanje
problema. Upravo ucenicka kreativnost dolazi do
izrazaja u situaciji u kojoj ucenici postavljaju
problem. Dakle, postavljanje problema ne samo kao
cilj nego i kao nacin poucavanja rjeSavanja problema
(Kilpatrick, 1987).

Il. STRATEGIE

Nabrojimo neke poznate heuristicke strategije:
1. Crtanje slike.

Bez obzira je li zadatak geometrijski ili ne, kad
god je to u zadatku moguce, pozeljno je nacrtati
sliku. Geometrijska slika, graf ili dijagram
omogucuju nam brze 1 lakSe uocavanje
povezanosti izmedu podataka i nepoznatog,
razumijevanja samog problema i njegovih
dijelova.

2. RjeSavanje unatrag.

Prvo trebamo uoditi koji je cilj zadatka,
odnosno §to trebamo dobiti. Krecemo od
konac¢nog cilja zadatka prema unatrag dok ne
dodemo do uvjeta koji su nam zadani. Pri
vracanju unatrag, trebamo u svakom koraku
znati $to bi tom koraku trebalo prethoditi. Nakon
rjeSavanja unatrag, provjeravamo rjesenje
problema tako da krenemo od pocetka prema
kraju.

3. Rastav na slucajeve.

Rjesavanje slozenog problema olakSat ¢e nam
ra$¢lanjivanje tog problema na manje,
jednostavnije probleme.

4. Generalizacija.

U nekim zadatcima pomo¢i ¢e nam rjeSavanje
opcenitijeg  problema. No, nije uvijek
jednostavno otkriti taj drugi, opcenitiji problem.
Taj dio je glavni dio ove heuristike. Rjesenje
opcenitijeg problema primijenit ¢emo na
specijalni slucaj, tj. pocetni problem.

5. Rjesavanje ekvivalentnog problema.

Ponekad ¢e  nam  rjeSavanje  drugog,
ekvivalentnog problema pomo¢i u rjeSavanju
pocetnog problema. Vrlo je bitno osmisliti
problem koji je ekvivalentan pocetnom.

6. Analizai sinteza.

Prvo je potrebno zadatak shvatiti kao cjelinu.
Nakon toga, promatraju se glavne sastavnice
zadatka, a zatim i detalji zadatka. Nakon
rastavljanja zadatka na manje dijelove,
prou¢avamo zasebno dijelove zadatka te ih
spajamo u sli¢an zadatak koji znamo rijesiti.

Rjesavanje tog zadatka pomo¢i ¢e nam u
rjesavanju pocetnog problema.

7. Specijalizacija.

U nekim je zadatcima jednostavnije promatrati
laksi, specijalniji zadatak od pocetnog zadatka.
Rjesavanje specijalnog zadatka olakSava nam
rjeSavanje pocetnog, opéenitijeg i tezeg zadatka.

9. Metoda pokusaja i pogresaka.

Ovo je metoda kojom se cesto koristimo u
rjeSavanju matematickih problema.
Pretpostavljamo smisleno rjeSenje problema te
provjeravamo zadovoljava li to rjeSenje uvjete
zadatka. Proces ponavljamo sve dok ne dobijemo
ispravno rjesenje.

IV. VRSTE PROBLEMA

Prema Jonassenu (2000) problemi s mogu razlikovati
U strukturi, sloZenosti, specificiranosti. Mayer i
Wittrock  (1996) dijele probleme na dobro
strukturirane i loSe strukturirane, te rutinske i ne
rutinske. Jo§ prije njih, Smith (1991) razlikuje
probleme obzirom na utjecaj vanjskih ¢imbenika kao
§to su domena i slozenost, te utjecaj unutarnjih
¢imbenika kao Sto su karakteristike rjeSavatelja
problema.

Dobro strukturirani problemi su obi¢no problemi koji
se nalaze u udzbenicima, na ispitima. Njih
karakterizira primjena kona¢nog broja pravila i



koncepta za njihovo rjeSavanje. To su obi¢no
problemi u kojem je potreban konacan broj logickih
operatora, problemi transformacije, gdje poznato
kona¢no stanje, a nepoznato ciljno stanje (Greno,
1978). Te kako navodi Wood (1983), uglavnom takvi
zadatci daju poznata, razumljiva rjeSenja.

S druge strane, loSe strukturirani problemi Su
problemi koje obi¢no nalazimo u svakodnevnoj i
profesionalnoj praksi. Takvi zadatci nisu ogranic¢eni
domenom sadrzaja, ve¢ su integrirani od nekoliko
domena. RjeSenja im nisu predvidiva, postoji vise
nacina, putova rjeSavanja (Kitcher, 1983). Takvi
zadatci posjeduju nepoznate elemente, odnosno one
koji nisu odmah vidljivi (Wood, 1983). Kako bi
rijesili takve zadatke, ucenici moraju dati svoj osvrt,
izraziti  vlastito miSljenje, uvjerenje. Mnogi
istrazivaCi, kao $to su Dunkle, Schrow i Bendixen
(1995), navode kako se vjestine rjeSavanja dobro
strukturiranih problema ne mogu prenijeti na loSe
strukturirane probleme. Medutim, praksom, loSe
strukturirano problemi postaju dobro strukturirani
problemi (Jonassen, 2000).

Nadalje, slozenost problema ovisi 0 broju pitanja,
funkcija ili varijabli, te u kojem su stupnju
povezanosti i vrsti odnosa medu varijabli (Funkle,
1991). slozenost nam govori, koliko i kako jasno su
pouzdane komponente koje sacinjavaju problem.
Predstavljaju li te komponente problem implicitno ili
eksplicitno. Najslozenijom vrstom problema
smatraju se dinamicki problemi kod kojih se okolina
i ¢imbenici mijenjaju tijekom vremena. SloZeni
zadatci se smatraju teSkima i ¢ak ucenik koji je
neiskusan u rjeSavanju problema prepoznaje je li
problem slozen ili jednostavan.

Specificiranost problema odnosi se na to jesu li
zadatci apstraktni ili konkretni.

Nadalje, Jonassen (2000) donosi 11 vrsta problema
slozenih redoslijedom prema sloZenosti i strukturi i
kognitivnim procesima potrebnim za njihovo
rjesavanje od laksih ka tezima, a to su:

1) logicki problemi

2) algoritamski problemi

3) problemi price

4) problemi Koristenja pravila
5) problemi dono$enja odluka
6) troubleshooting problemi
7) dijagnosti¢ki problemi

8) problemi strateskih izvedbi

9) problemi analize slu¢aja

10) problemi dizajna

11) problemi dileme

Logicki problemi

To su problemi koji su najbolje strukturirani od svih
navedenih vrsta problema. Za njihovo rjeSavanje
potrebna je mentalna oStrina, jasnoca i logicko
zakljucivanje. U tim vrstama problema postoji
specifi¢na metoda rjeSavanja koju u€enici moraju
otkriti. Ako je logicki problem ukljucen u neki
kontekst, tada je on apstraktniji i manje su prenosiva
znanja, vjestine, strategije za rjeSavanje takvih
problema.

Algoritamski problemi

Takve probleme karakterizira kona¢an broj skupova
postupaka potrebnih za njihovo rjesavanje. Naravno,
bez konceptualnog razumijevanja probleme je teze
rijesiti i razumjeti jer naglasak na proceduri i
proceduralnom znanju te je takvo znanje nemoguce
prenijeti na druge probleme. Obi¢no se kod takvih
problema dodavanjem konteksta moze generalizirati
teorija za njivo rjesavanje, dakle prenosiva su
znanja, vjestine, strategije. Mnogi istrazivaci
smatraju da takvi problemi zapravo i nisu problemi,
jer postoji odreden niz koraka za njihovo rjeSavanje .
Medutim, i takvi zadatci mogu postati problemi, ako
se od ucenika zahtijeva da modeliraju algoritam te
ako se fokusira na apstraktno i apstraktno
razmisljanje.

Problemi price

To su matematicki problemi integrirani u pricu. Za
njihovo rjesavanje potrebno je identificirati kljucne
rijeci, odabrati algoritam i redoslijed izvodenja. Da
bi ovakvi zadatci imali smisla, potrebno je od
ucenika traziti provjeru odgovora, rjesenja,
postupka. Sto su zadatci sloZeniji, rezultati
rjeSavanja su losiji, jer se ucenici fokusiraju na
pogresan odabir rijeci i primjene neprikladan
algoritam (Sherill, 1983). Povrsna fokusiranost
ucenika ili pak prisjecanje zadataka kojih su rijesili
moze dovesti do neuspjes$nog rjeSavanja problema
jer nisu u potpunosti razumjeli nacela i koncepte.
Kako bi se to izbjeglo potrebno je imati razvijenu
reprezentaciju informacija u prici (Jonassen, 2000.)

Problemi koristenja pravila

To su problemi u kojima ima viSe to¢nih postupaka,
odnosno nacina rjeSavanja. Karakteristicna im je
jasna svrha ili cilj koji nije ogranicen na specifi¢énu
metodu. Ucenici moraju prepoznati i pronaci
relevantne informacije, sistematski pretrazivati
strategije kako bi uspjesno rijesili ovaj problem. To



su npr. kartaske igre, Sah. Takve igre su loSe
strukturirane i sloZeniji oblici problema.

Problemi donoSenja odluka

Kako sami naziv kaze, to su problemi u kojima je
potrebno odabrati jednu opciju na temelju kriterija iz
skupa ponudenih. Ova vrsta problema je loSije
strukturirana od prethodne i sloZenija, jer je klju¢no
analizirati vrijednosti, prepoznati problem, okupiti
sve informacije o ostalim izborima te na kraju
utvrdivanje najboljeg izbora prema analizi troskova i
koristi. Ovdje su naglasene tzv. psiholoske prepreke,
odnosno osobama se teSko odmaknuti od
konformizma, veliki utjecaj na odluke ima i drustveni
pritisak kao i stres i strah od neuspjeha. Jednostavne
odluke s jednim rjesenjem i kona¢nim brojem izbora
brzo ¢e se rijesiti. Medutim, ako se radi o sloZenijim
problemima, gdje se odluke donose u vise faza,
promjenjivi su i potrebno je donositi odluke u
stresnim  situacijama, S$to nece mozda rezultirati
povoljnim ishodom.

Troubleshooting problemi

Takve probleme susreCemo svakodnevno, kao npr.
problem moze biti i dijagnosticiranje nekog stanja.
Rjesavaci pretpostavljaju neku hipotezu, testiraju je i
na osnovu toga upoznavaju poblize problem i blize su
rjeSenju. Od ucenika zahtjeva poznavanje koncepata,
procedure, stratesko znanje. Uvelike je uvjetovano
iskustvom rjesavatelja. Ucenik koji je dobar u takvom
rjeSavanju problema ima vecu koli¢inu i1 bolju
organizaciju znanja. Za njihovo rjeSavanje je
karakteristicna metoda PARI — osloni se na znanje,
prepoznaj i izvedi akciju, dobij rezultat i interpretiraj.
Dok se problem rjesava, uCenik treba ispitivati svoje
razloge, pretpostavke i postupke.

Problemi strateskih izvedbi

To su problemi sloZenije integrirane strukture. Koristi
se viSe strategija da se zadovolji loSa struktura.
Odnosno, uz veéi skup strategija takvi problemi
postaju projektni problemi. Ovakvi zadatci su sloZeni,
zahtijevaju unaprijed osmisljenu strategiju i trenutnu
improvizaciju. UCenik treba imati razvijenu dobru
memoriju, prepoznavati uzorke, odrzavati pozornost.

Problemi analize slucaja

To su problemi koje opisuje losa struktura bez jasno
definiranih ciljeva i ogranienja. Strategije nisu
poznate, a informacije su nepotpune, netone i
dvosmislene bez formalnih procedura i smjernica.
Ovakvi problemi su najviSe vezani uz kontekst stoga
je vazno dobro analizirati situaciju. Potrebno je
najprije razraditi cilj, zatim prikupiti informacije i
razraditi hipoteze. Nakon toga je potrebno predvidjeti
ucinak odredenih odluka, pratiti u¢inak i vlastito
djelovanje.

Problemi dizajna

Probleme dizajna smatramo loSe strukturiranima i
kompleksnima. Karakteriziraju ih dvosmisleni ciljevi,
nemaju odreden nacin rjeSavanja te je za njihovo
rjeSavanje potrebna integracija viSeg znanja neke
domene, proceduralno znanje, ono opcenito Sto su
ucenici naucili o rjeSavanju problema, ali i specificno.
Problemi dizajna imaju dosta stupnjeva slobode,
razli¢iti uéenici mogu dati razli¢ite nacine rjesavanja.
Sto zna¢i da nema pogresna dizajna rjeSenja
problema, ve¢ samo bolji ili lo$iji dizajn. RjeSenja
boljeg dizajna mogu se bolje evaluirati. Opet se
vratamo na to da dizajn rjeSenja uvelike ovisi o
karakteristikama ucenika.

Problemi dileme

Ovakve probleme karakterizira donosenje odluka u
odredenom trenutku, loSe su strukturirani i nema
rjeSenja koje je prihvatljivo za ve¢inu ljudi. MozZemo
ih podijeliti na drustvene i eticke dileme. Na njihovo
rjeSavanje utjeCe osobine rjesavatelja, njegov pogled
na odredeni problem. Takoder, utjecu i eticki,
organizacijski, vremenski aspekti nekog problema.

V. SPOSOBNOSTI UCENIKA

Sposobnosti ucenika svakako utjeCu na rjeSavanje
problema. Sto su kod ugenika razvijenije vjestine i
znanja te motiviranost za uéenje, veca je vjerojatnost
u uspjesnosti rjeSavanja problema.

Mnogi istrazivaci navode kako razvijenost mentalne
sheme direktno utjeCe na rjeSavanje problema. Dio
mentalne sheme svakako je i mentalna agilnost,
sposobnost brzog povezivanja koncepta, stvaranja
novih veza, prebacivanja iz jednog aspekta u drugi
kako bi se pronasao najadekvatniji nacin za rjeSenje
problema. Zapravo ta mentalna agilnost je on0 s$to
najvise razlikuje intuitivne rjeSavatelje (Lompscher,
1975, 1985). Medutim, vecina njih se slaze da se
mentalna shema vezana uz rjeSavanje problema moze
poboljsati adekvatnim pristupom poucavanja, u §to je
uklju¢eno poznavanje ucenika od strane ucenika,
prilagodba problema i postupno uvodenje slozenijih
problema, loSije strukture uz apstraktnost. Vazno je
znati koje su mentalne aktivnosti, psiholoski procesi
koji se dogadaju pri rjeSavanju problema, koje
koncepte ucenik koristi, povezuje li vise koncepata.
Podrska od strane ucitelja treba biti formirana prema
tim individualnim razlikama ucenika ali i s obzirom
na ishode i procese koji su potrebi za rjeSavanje
odredenog problema.

Neke mentalne agilnosti kroz heuristiku:

1. Redukcija: svodenje problema na bitne iteracije —
apstrakcija, prikazivanje uz pomo¢ grafova, tablica,
crtezi — strukturiranje, retrospekcija — povezivanje s
prethodnim znanjem (heuristika)



2. Reverzibilnost: preusmijeriti tok misli — pogled
unatrag (heuristika)

3. Aspekti: promatranje problema iz nekoliko
aspekata u isto vrijeme, prepoznavanje veza,
mijenjanje ovisnosti na ciljani na¢in — ras¢lanjivanje,
nadopunjavanje princip invarijantnosti simetrije
(heuristike)

4. Promjena aspekta: promjena pretpostavki, kriterija,
aspekata usmjerenih na rjesavanje problema —
intuitivno razmisljanje, pogled iz druge perspektive
(heuristika)

5. Prijenos: primijeniti dobro poznate procedure na
drugi problem, ali i problem s razli¢itim konceptom,
lako prepoznavanje pravilnosti — analogija
(heuristika)

Ucenici koji imaju matematicke sposobnosti, bez da
su ih svjesni, teSko mogu opisati kako su dosli do
rjesavanja problema. Medutim, ako nedostaje
mentalne agilnosti, ona se moze razviti prikladnim
heuristikama $to dovodi do aktivhog ucenja
rjesavanja problema (Collet, 2009).

Pomo¢ u rjeSavanju problema svakako daje i
koristenje digitalne tehnologije. Ostaje istraziti koje
nacine rasudivanja, odnosno zakljucivanja koriste
ucenici pri rjeSavanju problema uz pomo¢ digitalne
tehnologije.

Takoder, procesi poput asocijacije, analogije,
generalizacije, kontradikcije su potrebni za
formuliranje problema, a time i postavljanje
problema. Za postavljanje problema potrebni su
kognitivni procesi koji su formirani u mentalne mape
za rjeSavanje problema.

VI. ULOGA UCITELJA

U svojoj knjizi How to solve it, Polya navodi i daje
instrukcije kako se treba ponasati u u¢ionici i na koje
sve situacije moze ucitelj nai¢i kako bi Sto bolje
pruzio podrsku rjesavanju problema.

Pomoc¢i uceniku je ono $to je uistinu potrebno, ali je
to isto tako i teSko. Nauciti kako pomoc¢i uceniku
iziskuje vremena, dosta prakse, predanosti i pozitivan
stav o problemima i pou¢avanju problema. Vazno je
nauCiti kako prevagnuti tijekom pomaganja
ucenicima, jer oni trebaju samostalno raditi kako bi
rjesavanje problema imalo svrhu, odnosno da ucenici
nesto nauce. Isto tako, ne smije se ucenike prepustiti
samima sebi kako se ne bi izgubili u problemu.

Ucitelj treba razumjeti Sto se dogada u umu ucenika,
a za to je potrebno poznavati ucenika, njegove
sposobnosti. Ako ucitelj vidi da je ucenik zastao u
odredenom dijelu rjeSavanju problema, treba ga
potaknuti potpitanjima koja bi uCenika potaknuli da
dode do napretka.

Kako bi ucenik razvio mentalnu shemu potrebnu za
rjeSavanje problema, pitanja koja se postavljaju
trebaju biti ista. Iste korake treba navoditi vise puta,
kako bi ih ucenik ustalio u svome u umu i prilikom
svakog sljedeéeg rjeSavanja problema postupio na isti
nadin.

Pitanja koje se postavljaju trebaju biti opcenita. Ta
pitanja smo naveli u prvoj fazi rjeSavanja problema.
Medutim, ovakav pristup ima ograniCenje, jer su
takva pitanja za probleme kojima treba pronaci
rezultat, ali ne i dokazne probleme.

Polya navodi kako pitanja trebaju biti povezana sa
zdravim razumom, misle¢i na ucenikovo prethodno
iskustvo, na to kako je se ucenik sigurno nekad u
proslosti sreo sa slicnim problemom, nepoznanicom,
metodom rjeSavanja. UCcitelj je duzan pomoci
ucenicima pri rjeSavanju problema, ali i osposobiti ih
za samostalno rjeSavanje problema u buduénosti.

Potrebno postavljati pitanja i sugestije dovoljno ¢esto.
Ucenik na taj nac¢in moze izazvati ideju $to je zapravo
simulacija. Da bi ta pitanja imala ucinak trebaju biti
postavljena prirodno (ucenici moraju prihvatiti kao
nesto Sto rade prilikom rjeSavanja problema) i snazno
(moraju ostvariti cilj — rjeSenje problema).

Ono §to Polya navodi kao vazno je da bi ucenik
naucio samostalni rjeSavati probleme, ste¢i vjestine
rjeSavanja problema, mora gledati i asimilirati ono §to
ucitelj 1 drugi ucenici Cine prilikom rjeSavanja
problema. Kada ucitelj sam rjeSava probleme treba,
kako Polya kaze, dramati¢no postavljati sebi pitanja i
davati sugestije kako bi ucenici ih prihvatili kao
prirodno.

Ucitelj se moze naci u raznima situacija prilikom
ucenikova rjeSavanja problema, uc¢enik moze odmah
dobiti dobru ideju i provesti je pravilno do kraja.
Medutim, neki uc¢enik moze izostavit neku od Cetiri
faze rjeSavanja problema i time ne dobije dobru ideju,
jos gore je da se ucenik upusta u rjeSavanje problema
bez potpunog razumijevanja problema. Zbog toga je
klju¢no prolaziti kroz problem iznova i iznova,
mijenjati pogled na problem, mijenjati pogled na
svaki korak i provjeriti svaki korak pa ¢e se izbjeci i
pogreske.

Kada uditelj krece u rjeSavanje problema s u¢enicima,
treba pazljivo odabrati problem, ne pretezak ni
prelagan. U¢enik mora uzivati u rjeSavanju problema,
zeljeti rijeSiti taj problem. Problemi trebaju biti
prirodni i zanimljivi. Da bi se ucitelj uvjerio je li
ucenik razumio problem, zamoli uc¢enika da ponovi
problem. Nakon §to se ucitelj uvjeri u to, treba nauciti
ucenika da razumije svaki dio problema, ako je
potrebno da nacrta sliku, da obavezno Kkoristi
prikladnu notaciju, da promisli je li moguce
zadovoljiti uvjet.



Ucitelj treba pronaci nacin kako da olaksa uéeniku
ako je to potrebno, mozda povezati problem sa
konkretnim koji je blizak u¢eniku. Upravo zbog toga
kako je najtezi dio u rjeSavanju problema zapravo
dobiti ideju. Nije nuzno odmah dobiti dobru ideju, jer
iz bilo kakve ideje ucenik moze neSto nauciti te
promisljajuéi promijeniti dio ideje i samim time je
poboljsati. Ponekad ucenik dobije ideju nakon niza
neuspjelih pokusaja, sto se karakterizira kao ,,flash".
Ucitelj se tijekom poucavanja rjeSavanja problema
nose sa raznim teSko¢ama o kojima moraju
promisljati, npr. kako posti¢i da ucenik s malo znanja
ili nikako znanja povezati problem s prije rijeSenim
problemom ili teoremom.

Mozes i povezati problem s prethodno rijesenim?

Promotri nepoznanicu, jer ona odreduje koji je
problem slican zadanom!

Nakon niza ideja i neuspjelih poku$aja, Polya navodi
da ucenicima treba predloziti transformaciju
problema, pa zatim pronaci slican koji je rijesen.

Prilikom izvodenja plana rjeSavanja problema
potrebno je imati dobro znanje i mentalnu naviku. To
je ono S$to smo prethodno spominjali, ucestalo
ponavljanje odredenih opcenitih pitanja i ucestalo
rjeSavanje problema. Da bi se izbjeglo zaboravljanje
plana ili eventualne pogreske, nuzno je poticati
ucenike da postavljaju i traZze odgovore na sljedeca
pitanja.

Mozes li vidjeti da je svaki korak tocan?
Mozes li dokazati da je svaki korak tocan?

U =zadnjoj fazi rjeSavanja problema potrebno je
provjeriti ima li rezultat smisla (povezati probleme
medusobno ili problem s nematematickim pojavama),
provjeriti argument. Navesti uéenika da promisli o
drugoj metodi rjeSavanja. Analizirati zajedno s
ucenikom relevantne podatke problema, varijacije
podataka, simetrije, analogije. Na taj na¢in ¢e ucenik
sigurno imati uspjeh u rjeSavanju problema — ste¢i ¢e
znanje, povezati znanje te stvoriti mentalnu shemu za
rjeSavanje problema.

Prilikom predstavljanja problema ucenicima, ucitelj
treba dobro promisliti §to tim problemom Zeli postici
kod ucenika. Odnosno, tim zadatkom treba pokrenuti
aktivnosti kod ucenika koje dovode do stvaranja
povoljnog okruzja za ucenje rjeSavanja problema u
kojem se potiCe izgradnja matematickog koncepta i
kompetencija za rjeSavanje problema.

Nadalje, jako je vazno stvoriti drustveno okruzje koje
poti¢e rjeSavanje problema, promice i vrednuje uz
modeliranje  poticajnih  aktivnosti  (Lesh i
Zawojewski, 2007; English i Gainsburg; 2016).

Tu dolazimo do uloge koristenja digitalne tehnologije
pri rjeSavanju problema. Koristenje digitalne
tehnologije podrzava adekvatno okruzje za ucenje u
kojem ucenici pomocu raznih alata istrazuju,
medusobno  komuniciraju, razli¢ito prikazuju
problem,  pohranjuju  informacije,  formiraju
interaktivno okruzje za ucenje izmedu ucenika, ali i
ucenika i ucitelja (Leung i Bolite-Frant 2015).

ZAKLIJUCAK

Iz prethodnog da se zakljuciti da razliciti ishodi
problema zahtijevaju razli¢ite uvjete za rjesavanje.
Potrebno je analizirati i dizajnirati procese te
konstruirati problemski prostor koje zahtjeva bogatiju
radnu memoriju §to je dio kognitivne komponente za
rjeSavanje problema. Potrebno je poucavati ucenike
kako regulirati svoje znanje i postupke pri rjeSavanju
problema, raditi na viSestrukim reprezentacijama.
Ucitelj treba biti upoznat i sa individualnim razlikama
ucenika, pri tome mislimo, na vjeStine, stavove,
mentalnu agilnost, sposobnost metakognicije te
probleme artikulirati prema kognitivnim, afektivnim i
konativhm procesima koji su potrebni za njihovo
rjeSavanje.

Na taj nacin bi se doslo do odredene teorije s uputama
1 implikacijama za rjeSavanje problema.

Teorija Georga Polye, temelji se na heuristikama
vezanih uz prethodna iskustava, pomo¢ne probleme,
analogije — eksplicitno zakljucivanje. Nuzno je i
implicitno  zakljuéivanje — pogled unatrag,
ucvrscéivanje veza i dubina znanja o problemu. Ucenik
tijekom cijelog procesa rjeSavanja problema treba
razmi§ljati o postupcima, procedurama, vezama,
ispravnosti  (Schoenfeld, 1982). Dobar rjesavac
problema treba stvoriti generalne heuristike neovisne
o kontekstu problem. Uz to je ustrajan, pokuSava na
razne nacine, iskuSava postupke, povezuje Cinjenice.
lako nec¢e uvijek imati prethodno znanje za svaki

problem, pomocu kreativnosti rjeSava takav problem
(Schoenfeld, 1985, 1992).

U svemu tome kljuéna je 1 matematicka
komunikacija, rasprava o problemu, medusobna
suradnja ucenika. Rasprava mora imati svoju dubinu
I tu dolazimo do razvoja hijerarhijskih i vertikalnih
diskursa teorije za rjeSavanje problema (Lester i
Kehle, 2003).

Koristenje digitalne tehnologije na zadatcima u
kojima rasprava poti¢e matematicku komunikaciju
doprinosi razvoju ucenikovih sposobnosti za
rjeSavanje problema.

UcCenici postavljanjem problema postaju bolji u
rjeSavanju problema, odnosno, preoblikovanjem neke
situacije u drugu, dolazi do izrazaja ucenikova
kreativnost i postavi se novi problem.
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