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Predgovor

Ova skripta je napisana s namjerom da pomogne studentima Prirodoslovno-
matematickog fakulteta Sveucilista u Splitu pri polaganju kolegija Vektorski
prostori 1 i 2. U njoj se proucavaju, s manjim iznimkama, konac¢no dimen-
zionalni vektorski prostori nad poljem realnih, odnosno kompleksnih brojeva.
Podijeljena je na sedam poglavlja.

U prvom poglavlju se ponavljaju neke osnovne definicije i tvrdnje iz line-
arne algebre u svrhu uvodenja i standardiziranja oznaka. Sve tvrdnje iz ovog
poglavlja su dane u obliku primjera.

U drugom poglavlju je izlozen funkcionalni racun operatora na konacno
dimenzionalnom prostoru koristenjem Jordanove forme, te preformuliran u
terminima rezolvente. Dan je i Jordanov aditivni i multiplikativni rastav
operatora na konacno dimenzionalnom kompleksnom prostoru.

U tre¢em poglavlju se razmatraju normirani i unitarni prostori, uglavnom
konac¢no dimenzionalni, te Banachove algebre. Razmatraju se i razne norme,
spektralni radius, formula spektralnog radiusa, te proucavaju osnovna svoj-
stva kontrakcija, strogih kontrakcija i izometrija.

U cetvrtom poglavlju se proucavaju normalni operatori na realnim i kom-
pleksnim euklidskim prostorima, dokazuje se spektralni teorem, uvodi spek-
tralni uredaj na hermitskim operatorima, te polarni rastav. Nadalje, daju se
neka osnovna svojstva singularnih brojeva i uvodi Schmidtov rastav opera-
tora.

U petom poglavlju se proucavaju klasi¢ne linearne grupe i djelovanje tih
grupa na topoloskim mnogostrukostima. Uvodi se pojam homogenog pros-
tora i pomocu njega opisuju Grassmannove mnogostrukosti, Stiefelove mno-
gostrukosti, mnogostrukosti parcijalnih izometrija, kao i neke druge klasi¢ne
topoloske mnogostrukosti.

Sesto poglavlje je posveéeno tenzorskim, simetriénim i antisimetriénim
produktima kona¢no dimenzionalnih vektorskih prostora te operatora na tak-
vim prostorima. Posvec¢ena je posebna pozornost euklidskim prostorima te
operatorima na euklidskim prostorima.

U posljednjem poglavlju se proucavaju tenzorske, simetri¢ne, antisime-
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tricne i Cliffordove algebre te daju primjene osnovnih svojstava ovih algebra
u matematickoj analizi na konacno dimenzionalnim realnim prostorima, kao
Sto su: derivacije visih redova, diferencijalne forme, harmonijski polinomi,
antikomutacijske relacije, spinori, anihilacijski i kreacijski operatori, ope-
ratori polozaja i impulsa, Cliffordova derivacija, algebra prostora-vremena,
Maxwellove jednadzbe i drugi primjeri iz fizike.



Poglavlje 1
Uvod

DEFINICIJA 1.1 Neka je (X,+) Abelova grupa i K polje. Ako je zadana
operacyja - - K x X — X takva da vrijedi:

D a@+y) =ar+ay, aeK, z,ye X

2) (a+pB)x=ar+ Pz, a,feK, x e X

3) a(fz) = (af)x, a,f €K, z € X

A 1l-z=zx,zreX
onda se X zove vektorski prostor nad poljem K. FElement vektorskog
prostora se zove vektor, a element polja skalar.

DEFINICIJA 1.2 Neka je X wvektorski prostor nad K. KaZemo da je X
konacno dimenzionalan ako postoji n € N 1 vektori eq,...,e, € X takuvi
da se svaki x € X moZe prikazati v obliku x = areq + - -+ + a,€,, 20 neke
a; € K. Ako je ovaj prikaz jedinstven za svaki x € X onda se uredena n-
torka e = (e1,...,e,) zove baza od X, a brojn se zove dimenzija od X nad
K ¢ ptsemo n = dim X. Ako X nije konacno dimenzionalan onda kaZemo da
je X beskonacno dimenzionalan © pisemo dim X = oo.

U daljem tekstu smatramo da je K = R ili C. Takoder smatramo da je X
konac¢no dimenzionalan, osim ako nije receno drukcije.

DEFINICIJA 1.3 Neka su X 1Y wvektorski prostori nad K 1 A: X — Y.
Kazemo da je A linearnt operator ako vrijed:

(1) A(x +y) = Az + Ay, z,y € X

(2) Alax) = Az, a €K,z € X
Skup svih linearnih operatora A : X — Y oznacavamo sa L(X,Y). Uvodimo
posebne oznake L(X) = L(X, X) i X* = L(X,K). Skup X* zovemo dual od
X, a njegov element zovemo linearni funkcional.
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DEFINICIJA 1.4 Neka su X.,Y wektorski prostori nad C 1 A : X — Y.
Kazemo da je A antilinearni operator ako vrijedi:

(1) A(x +y) = Az + Ay, z,y € X

(2) A(ax) =a@Ax, a € C,z € X
Skup svih antilinearnih operatora A : X — Y oznacavamo sa L*(X,Y) i
uvodimo posebnu oznaku L(X) = L*(X, X).

Zamijetimo da su L(X,Y") i L*(X,Y") vektorski prostori uz operacije:
(a) (A+ B)xr=Ax+ Bz, z € X
(b) (tA)z = Az, a e K,z € X
pri ¢emu je dim L(X,Y) = dim L*(X,Y) = dim X dim Y i dim X* = dim X

PRIMJERI 1.5

(1) Neka je K™ skup svih vektora stupaca s koordinatama iz K. Tada je
K™ vektorski prostor nad K dimenzije n, uz uobicajne operacije s vektorima
stupcima.

(2) Neka je gl,(K) skup svih matrica reda n s koeficijentima iz K. Tada
je gl,(K) vektorski prostor nad K dimenzije n?, uz uobicajne operacije s
matricama. Nadalje, gl,(K) je takoder algebra nad K.

(3) Neka je X vektorski prostor nad K. Tada je L(X) algebra nad K, a
mnozenje u L(X) je kompozicija linearnih opratora. Ako je A € L(X) onda
kazemo da je A invertibilan ili regularan ako postoji B € L(X) tako da
je AB=BA =1, gdje je I € L(X) jedini¢ni operator tj. Iz =z, v € X.
Ako je K=Ci

LX) = L(X) + LX) = {A+ B; A€ L(X), B € L*(X)}

onda je L*(X) algebra uz standardne operacije. Naime, produkt linearnog
i antilinearnog operatora je antilinearan, dok je produkt dva antilinearna
operatora linearan. Nadalje, dim L*(X) = 2dim L(X).

(4) Neka su X i Y vektorski prostori nad K. Kazemo dasu X i Y izomorfni
ako postoji bijekcija A € L(X,Y"). Vektorski prostori X i Y su izomorfni ako
i samo ako je dim X = dimY.

(5) Svaki vektorski prostor nad C je ujedno vektorski prostor nad R i vrijedi
dimp X = 2dim¢ X.

(6) Ako su X i Y vektorski prostori nad Ki Z = X x Y, onda je Z vektorski
prostor nad K uz koordinatne operacije i dim Z = dim X + dim Y.

(7) Neka je K[z] skup svih polinoma u varijabli z, s koeficijentima iz K.
Tada je K|x] vektorski prostor nad K i dimK [z] = oco. Nadalje, K[z] je
algebra nad K uz uobic¢ajne operacije s polinomima.
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(8) Neka je K(z) skup svih racionalnih funkcija s koeficijentima iz K. Tada
je K(z) vektorski prostor nad K i dimK(xz) = co. Nadalje, K(x) je polje i
K [z] € K(z). Polje K(z) se zove polje razlomaka prstena K [z] buduéi da
svaki element iz K (z) ima oblik f/g, za neke f,g € K[x], g # 0.
(9) Analogno kao u primjerima (7) i (8) definiramo algebru K[z, ..., ;]
polinoma od n varijabla i polje K (z1,...,2,), pri Cemu vrijede analogna
svojstva. Ako je f € Klzy,...,x,] onda kazemo da je f k-homogen ako
vrijedi f(tx) = t*f(z), t € K, z = (21,...,2,)" € K" Ovdje smo identifi-
cirali polinom f s funkcijom f : K® — K definiranu tim polinomom. To je
moguce bududéi da je K beskona¢no polje, dok za konac¢na polja nije moguce.
U daljem uvodimo skraéenu oznaku K(n) = Klzy,...,x,] 1 Kg(n) za
skup svih k-homogenih polinoma iz K(n). Lako se provjeri da je Kj(n)
vektorski prostor nad K i dimKy(n) = ("*7~"). Specijalno je Ko(n) = K.
Nadalje, bududi da je Ky (n)NK,,(n) = {0}, k # m, algebra K(n) je direktna
suma svih podprostora Ki(n), za k > 0, pa pisemo K(n) = >, ., Ky (n).
Dakle, svaki f € K(n) se moZe napisati, na jedinstven nacin, u obliku

f=2fe fr € Ki(n), k>0

k>0

pri cemu je suma konac¢na tj. samo konacno f je razlicito od nule.
Vektor w € Nj C R" se zove multiindeks ako su njegove koordinate

iz No. Za multiindekse w,n € Nj uvodimo oznake: w! = wy!---w,!, |w| =
Wi + -+ wh, (“;) = (j‘;i)(j‘;z), ¥ = a7t v e K Zaw € Nj

definiramo polinom h,, : K" — K sa h,(z) = 2¥ = z{* - - - 2. Polinom h,,
se zove monom. Ako je |w| = k onda je h, € Ki(n). Nadalje, {h,; |w| =k}
je baza u Ki(n) pa se svaki f € K(n) moze napisati, na jedinstven nacin, u
obliku f =57, awhe tj. f(z) =32, ez, z € K™

Ako je f € K(n) onda postoje jedinstveni o, € K takvi da je f =
Yoo Owhy, ti. f(z) = > au2¥, © € K, pri ¢emu je suma konacna.
Koeficijente o, mozemo lako izracunati koriste¢i parcijalne derivacije

O f(x) = 8- 0 f(a), &= 5L, i=1,....n

(9.%2' ’

tako da na koncu dobijemo f(z) = > L0 f(0)x*, sto je ustvari razvoj od

w w!
f u Taylorov red oko 0.

DEFINICIJA 1.6 Neka je A € gl,,(K), A = [a;].

(1) Matricu A™ = [a;;] zovemo transponirana matrica od A.

(2) Matricu A* = [a;;] zovemo adjungirana matrica od A.

(3) Skalar det A = ) _e,a150) - Gnon) 20vemo determinanta od A, a
sumira se po svim permutacijama o od {1,...,n}, gdje je &, predznak od o.
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(4) Skalar tr A = ay1 + - -+ + any, zovemo trag od A.
(5) Skalar per A =)"_a1501) - Anom) 20vemo permanenta od A, a sumira
se kao u (3).

PRIMJERI 1.7

(1) A+— A7 je linearni operator, (AB)” = BTA7 i (A™)” = A, pa kazemo da
je transponiranje involucija algebre g, (K), ili antiautomorfizam reda 2.
(2) A — A* je antilinearan operator ako je K = C, (AB)* = B*A* i
(A*)* = A, pa kazemo da je x involucija algebre gl,(K), ili antilinearni anti-
automorfizam reda 2.
(3) tr(AB) = tr(BA), tr I = n. Nadalje, tr je linearni funkcional na gl,(K).
(4) det(AB) = det Adet B, det I =1
(5) Permanenta ima sljedeca svojstva:

(a) per A = per A, per A* = (per A)~

(b) per je invarijantna na permutacije redaka i stupaca.

(c) per(cd) = a™per A, a € K.

(d) Formula per(AB) = per(BA) opcenito ne vrijedi kao $to pokazuje

sljedeé¢i primjer:
1 1 2 0
A=l o] 2=

pri cemu je per A =1, per B = 6, per AB = 30, per BA = 22.

(e) Formula per(TAT 1) = per A opéenito ne vrijedi.

(f) per je linearna po svakom retku i svakom stupcu.

(g) Ako je A = [a;;] 1 Ai; podmatrica od A koja se dobije izbacivanjem
1-tog retka i j-tog stupca, onda je

n

peI‘A — Z a’ij per A@J = Zaw per A@]

i=1 j=1

Ovom formulom mozemo, na ekvivalentan nacin, definirati permanentu.

(6) Neka su a,b € K*"1 A = ab™ = [a;bj] € ¢l,(K). Tada vrijedi formula
per A = nlay - - -a,by - - - b,. Dakle, matrica A moze biti singularna i per A #
0. Ako je u matrici jedan stupac (ili redak) jednak 0 onda je per A = 0.

(7) Neka je A € gl,(K) matrica ¢iji su svi elementi su jednaki 1, osim onih
na dijagonali koji su jednaki A € K. Stavimo P,(A\) = per A, pri ¢emu je
Py(A\) =11 P(A\) = A. Tada vrijedi

Po(A) = n! 3 L (A — 1)F

PRIMJERI 1.8
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(1) Neka je X vektorski prostor nad K, dim X =n, e = (ey,...,e,) baza u
X,z e X, x=x1e14---+zhen, x; € K. Definiramo ¢, : X — K" formulom

v.(r) = (r1,...,2,)7. Tada je p, izomorfizam vektorskih prostora.
(2) Ako su e,u baze u X i T = ¢, ¢, onda je T € L(X) regularan operator
iTe; =wu;, 1 =1,...,n. Operator T se zove operator prijelaza iz baze e

u bazu u. Ako je A € L(X) onda se A, = p, Ap; ! € gl,,(K) zove matrica
od A u bazi e. Nadalje, vrijedi T, =T, = p .11 A, = T, *A.T..

(3) Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n i Y neprazan skup.
Nadalje, neka je ® : gl,,(K) =Y funkcija za koju vrijedi

O(TAT ) = ®(A), A, T € gl,(K), detT # 0

Tada definiramo funkciju ® : L(X) — Y sa ®(A) = ®(A.), gdje je e bilo
koja baza u X. Funkcija @ je dobro definirana, zbog gornjeg svojstva od @,
pa kazemo da smo matri¢nu funkciju ® prosirili na operatore. Obi¢no
radi jednostavnosti pisemo ® = ®. Primjeri ovakve funkcije su: ® = det i
® =tr: gl,(K) — K.

Ako je A € L(X) onda definiramo determinantu i trag operatora
A formulom det A = det A., tr A = tr A., gdje je e bilo koja baza u X,
i ova definicija ne zavisi od baze. Kako funkcija & = per : ¢l,(K) — K
nema trazeno svojstvo zakljuc¢ujemo da se permanenta operatora ne moze
definirati.
(4) Preslikavanje A — A, je izomorfizam algebra L(X) i gl,(K), dim X = n,
tj. vrijedi:

(a) (A+B).=Ac+ B., A, B € L(X)

(b) (@A), = aA., a € K

(c) (AB). = A.B-

(d) A, = 0 ako i samo ako A =0

DEFINICIJA 1.9 Neka su Xi,...,X, vektorski prostori nad K. Ako je
v X1 X - xX, = K linearna po svakoj varijabli onda se ¢ zove multili-
nearnt funkcional. Posebno, za n = 2 se ¢ zove bilinearni funkcional.
Skup svih multilinearnih funkcionala f : X7 X - - xX,, — K oznacavamo sa

L(Xi,..., X, K).
PRIMJERI 1.10

(1) L(Xy,...,X,, K) je vektorski prostor uz operacije:

(@) (g + ) (X1, smn) = @(x1, ooy 20) + V(21,0 X))

(b) (wp)(x1,. .., 2n) = ap(xy,...,2,), « €K
i dimenzija ovog prostora je jednaka produktu dim X;---dim X,,. Vidi Po-
glavlje 6.



POGLAVLJE 1. UVOD 6

(2) Neka je X vektorski prostor nad K i X* dual od X. Tada je funkcija
¢ X x X* — K definirana sa ¢(z, f) = f(x), x € X, f € X*, bilinearni
funkcional. Uvodimo dodatnu oznaku (z|f) = f(x) = p(z, f).
(3) Neka su X, Y vektorski prostori nad Ki A € L(X,Y). Tada se operator
A* € L(Y*, X*) definiran formulom (Ax|f) = (z|]A*f), x € X, f € Y*,
zove dualni operator od A. Nadalje, preslikavanje A — A* je izomorfizam
vektorskih prostora.
(4) Kao specijalni slucaj od (3) za X =Y je A — A* izomorfizam vektorskih
prostora L(X) i L(X™*) i vrijedi (AB)* = B*A*, A, B € L(X). Ovo znadi da
je preslikavanje A — A* antiizomorfizam algebra L(X) i L(X™). Specijalno
vrijede sljedeca svojstva:

(a) det A* = det A

(b) trA* =tr A

(c) (A7H)* = (A*)"! det A # 0
(5) Neka je e = (e1,...,e,) baza u X, z € X, x = x167 + -+ + Tpep.
Definiramo funkcional ef € X* sa ef(x) = x;, i = 1,...,n. Tada vrijedi:

(a) e* = (ef,...,€e) je baza u X* i zovemo je dualna baza od e

(b) f= f(el)ei +- +f(€n)€:7 feXxs

(¢) (A%)er = (Ae)7, A € L(X)

DEFINICIJA 1.11 Neka je X vektorski prostor nad R. Tada se vektor-
ski prostor X. nad C definiran sa X, = X +iX = {& +iy;z,y € X}, s
koordinatnim zbrajanjem 1 mnoZenjem sa skalarom

(o1 + i) (z + iy) = arx — ay +i(ay + asx), ag,as €R, z,y € X

zove kompleksifikacija od X. Ako je A € L(X) onda se operator A, €
L(X.) definiran sa A.(x+1iy) = Az+iAy, x,y € X, zove kompleksifikacija
operatora A.

PRIMJERI 1.12 Neka su X i A iz prethodne definicije. Tada vrijedi:

(1) dim X, = dim X
(2) dimg X, = 2dim X
(3) (R"), = C", gla(R), = gla(C), L(X). = L(X.)
(4) det A, =det A, tr A, =tr A
(5) (X*)e = (Xo)”
(6) (A+ B).=A.+ B, (@A), =aA,, a € R, (AB). = A.B.
(7) A. =0 ako i samo ako A =0
Dakle, A — A, je monomorfizam algebra nad R.
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DEFINICIJA 1.13 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n 1 A €
L(X).

(1) Polinom pa(z) = det(zl — A) se zove svojstveni ili karakteristi¢ni
polinom od A.

(2) Skup 0(A) ={z € C;pa(z) = 0} se zove spektar od A.

(3) Ako je « € Kix € X, x # 0, tako da je Ax = ax, onda se a zove
svojstvena vrijednost od A, a x se zove svojstvent vektor pridruzen .
(4) Polinom p, minimalnog stupnja, s vodeéim koeficijentom 1, za kojeg
vrijedi 4 (A) = 0, se zove minimalni polinom od A.

(5) Kazemo da su operatori (odnosno matrice) A i B sliéni (odnosno sliéne)
ako postoji reqularan operator (odnosno reqularna matrica) T tako da vrijedi

A=TBT 1
PRIMJERI 1.14

(1) 0(A) # @ i 0(A) sadrzi najvise n = dim X elemenata.
(2) Ako je A € C svojstvena vrijednost onda je A € o(A). Vrijedi i obrat za
K = C, dok za R ne vrijedi obrat. Obrat ¢e vrijediti i za R ako je A € R.
(3) 0(A) ={z € Ciuu(z) = 0}
(4) pa(A) = 0 (Hamilton-Cayleyjev teorem).
(5) puy dijeli pa
(6) pap = pBa, dok a5 = pg4 ne vrijedi opéenito.
(7) 0(AB) = o(BA), o(TAT') = 0(A), det T # 0

Funkcije ®(A) = 0(A) i (A) = p4 imaju svojstvo iz 1.8 (3).
(8) Sli¢ni operatori imaju isti spektar, minimalni i karakteristi¢ni polinom.
(9) Ako je f € K[z] i A € L(X), f(z) = ap + ayx + -+ + agz* onda
definiramo operator f(A) € L(X) sa f(A) = apl + a1 A + -+ + o, A*. Ako
je § : Klzx] — L(X), 0(f) = f(A) onda § ima sljedeéa svojstva:

(a) 6(1) =1, 6(id) = A

(b) § je homomorfizam algebra

(c) kerd = {f;0(f) = 0} je ideal u K|z] i vrijedi kerd = p,Klz] =
{paf: f € Klzl}

(d) im o = {f(A); f € K[z]|} je podalgebra od L(X)

(e) Ako je Ouy = m onda je dim(imd) =m i {I,A,..., A"} je baza u
algebri im 4.
(10) Ako je A € L(X) regularan operator onda postoji jedinstven polinom
feKlz], df < Ouyu, tako da je A~ = f(A).

DEFINICIJA 1.15 Neka je X wvektorski prostor nad C ¢ J € L*(X) takav
da je J?> = I. Tada se J zove konjugiranje na X .

PRIMJERI 1.16
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(1) Neka je J konjugiranje na X i X; = {x € X;Jxr = z}. Tada se X; zove
J-realni podprostor od X. Nadalje, vrijedi X = X; +iX; = {z+iy;z,y €
X1} pa se svaki x € X moze napisati u obliku z = zy + ixs, x1, 29 € Xy, pri
cemu je Jr = x1 + J(ixg) = x1 — ixe. Vektor x; se zove J-realni dio od z,
a Ty J-imaginarni dio od z i vrijedi x; = %(a: + Jz), xo = %(aj — Jx).

(2) Neka je e baza u X, x € X, v = xyeq + -+ zp,e,. Definiramo J :
X — X sa Jr =7Tey +---+ T,e,. Tada je J konjugiranje na X i J-realni
podprostor od X je X; = Re; + - -+ + Re,. Nadalje, vrijedi J = ¢ Jyep,,
gdje je Jy : C* — C", Jyz = z. Specijalno je X; = ¢ 1(R™). Ovaj Jy se zove
standardno konjugiranje na C". Kazemo da je J = o Jyp, konjugiranje
na X definirano bazom e.

(3) Svako konjugiranje J na X je definirano nekom bazom e u X, tj. postoji
baza e u X da je J = o, Jyp..

(4) Ako je J konjugiranje i A € L(X) regularan, onda je AJA™! takoder
konjugiranje na X. Ako su J; i Jo dva konjugiranja onda su ona sli¢na tj.
Jy = AJy A1 za neki regularni A € L(X).

(5) Ako je J = ¢ ' Jop, konjugiranje na X i A € L(X) regularan operator
onda je AJA™! = J ako i samo ako je matrica A, realna tj. A. € gl,(R),
n = dim X. Moze se pokazati da sva konjugiranja na X ¢ine plohu u L%(X)
i dimenzija te plohe je n?. Vidi Poglavlje 5.

(6) Neka je Jy standardno konjugiranje na C". Svako drugo konjugiranje J
na C" ima oblik J = AJyA™! za neku regularnu matricu A € gl,,(C). Vidi
Poglavlje 5.

(7) Neka je J konjugiranje na X i A € L(X). Tada se A moze napisati,
na jedinstven nacin, u obliku A = A; + iA, pri ¢emu je A, = $(A + JAJ),
Ay = 5-(A—JAJ). Nadalje, Ay i Ay komutiraju sa J i J-realni podprostor X;
od X je invarijantan na A; i Ay. Specijalno je JAJ = A; — 1Ay, Zamijetimo
da je A — JAJ konjugiranje na L(X). Kazemo da je ovo konjugiranje
inducirano konjugiranjem J na X. Naravno, postoje konjugiranja na L(X)
koja nisu inducirana nikakvim konjugiranjem na X.

(8) Neka je X; J-realni podprostor od X. Tada je X; vektorski prostor
nad R i dimg X; = dimc X. Definiramo preslikavanje ¢ : X — X; + X sa
o(r +iy) = (z,y)". Tada se ¢ zove J-dekompleksifikacija od X. Ako je
A=A+ Ay € L(X) kao u (7) onda definiramo

. y A _A
®: L(X) — L(X1 + Xz), ®(Ar +idy) = [A; A12]

pri cemu ova matrica ima operatorske elemente. Tada je p(Ax) = ®(A)p(x),
r € X, A€ L(X). Operator ® se zove J-dekompleksifikacija od L(X) i za
njega vrijedi:
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(a) ®(A+ B) = ®(A) + O(B), A, B € L(X)
(b) ®(AA) = A\B(A), A € R
(c) ®(AB) = ®(A)d(B), A, B € L(X)

DEFINICIJA 1.17 Neka je X wvektorski prostor nad K proizvolyne dimen-
zije iv: X — [0,00) C R funkcija sa svojstvima:

(1) v(x) =0 ako i samo ako x =0

(2) v(az) = |a|v(z), a e K, z € X

B) v(z+y) <v(z)+rv(y), z,y € X (relacija trokuta)
Tada se v zove morma na X, a uredeni par (X,v) se zove mormirani
prostor. Kazemo da je niz (z,) iz X Cauchyjev ako vrijedi

v(x, —x,) — 0, n,m — oo
Kazemo da niz (x,) konvergira prema x € X ako vrijedi
v(r, —x) — 0, n — o0

Lako se vidi da je svaki konvergentni niz Cauchyjev. KazZemo da je (X,v)
potpun prostor ako je svaki Cauchyjev niz iz X konvergentan. Potpun
normairan prostor se zove Banachov prostor.

DEFINICIJA 1.18 Neka je X vektorski prostor nad K proizvoljne dimen-
zie 1 (.].) : X x X — K funkcija sa svojstvima:

(1) (z|z) >0,z € X, i (z|z) =0 ako i samo ako x =0

(2) (azly) = alzly), a €K, 2,y € X

(3) (z+912) = (o]2) + (y]2), 2,2 € X

(4) (zy) = (ylz), 2,y € X
Tada se funkcija (.|.) zove skalarni produkt na X, a uredeni par (X, (.|.))
se zove unitarni prostor. Lako se vidi da je funkcija

v:X —[0,00), v(z) = (z|z)/?

norma na X. KaZemo da je v generirana skalarnim produktom. Ako je
(X, v) potpun prostor onda se (X, (.|.)) zove Hilbertov prostor. Konacno
dimenzionalni Hilbertov prostor se zove euklidski prostor. Ako sux,y € X
i (x|ly) =0 onda kazemo da su x iy okomiti ili ortogonalni.

PRIMJERI 1.19

(1) Ako je (X,r) normiran prostor onda vrijedi |v(z) — v(y)| < v(z —y),
z,y € X. Skup S, = {x € X;v(x) = 1} zovemo jedini¢na sfera u normi v,
a skup D, = {z € X;v(z) < 1} jedini¢ni disk u normi v. Ako je a € X
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ir > 0ondaserS,+a={r € X;v(x —a) =r} zove sfera radiusa r sa
sredistem u a, dok se rD, +a = {x € X;v(x —a) < r} zove otvoreni disk
radiusa r sa sredistem u a.

Ako je Y C X neprazan podskup onda kazemo da je Y ogranicen ili
omeden ako postoji r > 0 takav da je v(z) < r, za svaki x € Y, tj. ako je Y
sadrzan u nekom disku rD,,.

(2) Ako je (X, (.].)) unitarni prostor onda vrijedi

(2y)” < (a]a)(yly), 2.y € X

i ova nejednakost se zove Cauchy-Schwarzova nejednakost. Takoder
vrijedi identiteta

v(z+ y)2 +v(x — y)2 = 2y(a:)2 - 2u(y)2, T,y € X

gdje je v(x) = (z|r)/?, i ona se zove relacija paralelograma.

(3) Polje K je unitarni prostor nad samim sobom, a skalarni produkt je dan
sa (zly) =2 -7, 2,y € K pa je v(z) = (z]z)"/? = (x - 7)"/? = |z| norma na
K. Nadalje, K je euklidski prostor dimenzije 1.

(4) K" je unitarni prostor sa skalarnim produktom (z|y) = >_;_; #;7;. Normu

V(@) = (ala) /2 = (3 | f2)1 2

zovemo standardna euklidska norma i oznacavamo je sa v(x) = ||z|.
Dakle, (K", (.].)) je euklidski prostor dimenzije n. Nadalje, niz (z,) iz K"
konvergira prema x € K" ako i samo ako sve koordinate od x; konvergiraju
prema odgovarajuc¢im koordinatama od .

(5) gl,(K) je euklidski prostor sa skalarnim produktom (A|B) = tr AB*,
A, B € gl,(K). Norma v(A) = (A|A)Y? se zove standardna euklidska
norma na gl,(K) i nju oznacavamo sa ||A||,, dok je oznaka || A|| rezervirana
za tzv. spektralnu normu. Vidi Poglavlje 3.

(6) K" je Banachov prostor s normom

n

Izl = (3 Jaal) /7

i=1
gdje je p € [1,00), a takoder i s normom ||x|l, = max |x;|. Nadalje, vrijedi
formula

Jim 2, = fl2]e, = € K"
(7) K[z] je normiran prostor s normom

1

Ifllp = ([ 1F@)F )7

0
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gdje je p € [1,00), a takoder i s normom | f|l. = ggfgcl\f(t)\ i on nije

Banachov, buduéi da nije potpun. K [z] je unitarni sa skalarnim produktom

(flg) = | f(t)g(t)dt

O\)—l

(8) Neka je K C K" kompaktan i neprazan skup i C'(K) vektorski prostor
svih neprekidnih funkcija f : K — K. Tada je C(K) Banachov prostor s
normonn || = ma| (x)|

re

(9) Neka su v i vo norme na X. Kazemo da su v; i vy ekvivalentne ako
postoje m > 01 M > 0 tako da vrijedi

mvyi(x) <vs(z) < Myvy(x), x € X

Svake dvije norme na konac¢no dimenzionalnom prostoru su ekvivalentne.
Svaki kona¢no dimenzionalni normirani prostor je Banachov. Svaki konac¢no
dimenzionalni unitarni prostor je euklidski.

(10) Neka je R(n) vektorski prostor svih polinoma f : R" — R kaou 1.5. Ako
je f € R(n), f(z) = > _ a2, onda definiramo diferencijalni operator
f(0) : R{n) — R(n) sa f(0) =>__ «a,0%. Tada je formulom

(flg) = (9)g(0), f,g € R{n)

definiran skalarni produkt na R(n) i vrijedi:

(a) (holhy) =0, w #n, w,n €Ny

(b) (hylhy) = w!, w e N

(c) Ako je f € Rg(n) i g € R, (n), k # m, onda je (f|g) = 0, Sto znadi
da su Rg(n) i R,,(n) okomiti. Dakle, R(n) = >, Ry(n) i ova suma je
ortogonalna. R(n) nije Hilbertov buduéi da nije potpun.

(d) ako je a € R™ i a* € Ry(n), a*(x) = (a|z), onda je a** € Ry(n) i

xk k! w
a —Zaahw

|w|=F

(e) (a**|h,) = kla®, za |w| = k

(£) (a**|b**) = k! (a|b)*, a,b € R"

(&) (fla™) = K1 f(a), € Re(n)
(11) Ako je (X, (.].)) nepotpun unitarni prostor onda se on moze upotpuniti
tj. postoji Hilbertov prostor (X, (.|.)) koji sadrzi X i X je gust u X. Ovaj
X je jedinstven do na izomorfizam i zove se upotpunjenje od X. Opisimo
upotpunjenje R(n) od R{n). R{(n) se sastoji od svih funkcija f : R* — R
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oblika f(z) = > a,a, a, € R, pri cemu je ) wlag < oo. Ako su f,g €
R(n) i f(z) =>_, awr?, g(x) =) [, 2, onda je

(flg) = 2o wlawp,

Npr. funkcija f = expa* tj. f(z) = exp(a|z) je u R(n). Naime,

expa® =) La™ Zw,a

k>0

iz, cega dobijemo (exp a*| exp b*) = exp(al|b), a,b € R™. Takoder je

(flexpa”) = f(a), a €R", f € R(n)

(12) Neka je K C R™ kompaktan skup pozitivnog volumena i p > 1. Tada
je formulom

2l gy = (;f( (2] y)[Pdy)"”

definirana norma na R" i za nju vrijedi
Jim [|2fl ) = [l o0 = max [(2]y)

FINICIJA 1.20 Uvodimo sljedece standardne oznake i nazive:

GL (R) ={A € gl,(R);det A # 0} opéa linearna grupa.
L,(C)={A € gl,,(C);det A # 0} opéa linearna grupa.

Ln(R) {A e GL,(R);det A =1} specijalna linearna grupa.

S

SL,(C)={A € GL,(C);det A = 1} specijalna linearna grupa.
Un)={A € GL,(C); AA* = I} unitarna grupa.

SU(n) ={A € U(n);det A = 1} specijalna unitarna grupa.
O(n) ={A € GL,(R); AA™ = I} ortogonalna grupa.

(
SO(n) ={A € O(n);det A = 1} specijalna ortogonalna grupa.
slp(R) ={A € gl,(R);tr A = 0} Liejeva algebra od SL,(R).
) sl,(C) ={A € gl,,(C);tr A = 0} Liejeva algebra od SL,(C).
) u(n)={A € gl,(C); A* = —A} Liejeva algebra od U(n).
) su(n)={A € u(n);tr A = 0} Liejeva algebra od SU(n).
) =so(n) ={A € gl,(R); A" = —A} Liejeva algebra od SO(n).
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(5) projektor ako vrijedi AT = A = A?

(6) parcijalna izometrija ako vrijedi AATA = A
(b) Neka je A € gl,(C). KaZemo da je A:

(1) normalna ako vrijedi AA* = A*A

(2) hermitska ako vrijedi A* = A

(3) antihermitska ako vrijedi A* = —A

(4) unitarna ako vrijedi AA* =1

(5) projektor ako vrijedi A* = A = A?

(6) parcijalna izometrija ako vrijedi AA*A = A

PRIMJERI 1.22

(1) Provjeriti da su skupovi iz Definicije 1.20 oznaceni velikim slovima zaista
grupe, a skupovi oznaceni malim slovima Liejeve algebre nad R u odnosu na
komutator [A, B] = AB — BA. Naime, gl,(R) je asocijativna algebra s
jedinicom uz obi¢no matriéno mnozenje i Liejeva algebra uz komutator.
Ona je Liejeva algebra od GL,(R). Slicno vrijedi za C. Veza izmedu neke
ovakve grupe i njezine Liejeve algebre je sljedeca: ako je A iz algebre i

expA =Y LAF

k>0

onda ovaj red konvergira i exptA je u grupi za svaki ¢ € R. Dvije razlicite
grupe mogu imati istu Liejevu algebru npr. O(n) i SO(n). Vidi Poglavlje 5.
(2) Moze se pokazati da su sve grupe iz 1.20 glatke plohe u GL,(K) i nji-
hova dimenzija je jednaka dimenziji njihove Liejeve algebre, kao vektorskog
prostora nad R. Vidi Poglavlje 5. Specijalno vrijedi:

(a) dim GL,(R) =n?, dim GL,(C) = 2n?

(b) dim SL,(R) =n* — 1, dim SL,(C) = 2n? — 1

(c) dimU(n) = n? dim SU(n) =n? — 1

(d) dim O(n) = dim SO(n) = (3)
(3) Neka je T),(K) skup svih regularnih gornjih trokutastih matrica iz
gl (K) i t,(K) skup svih gornjih trokutastih matrica iz g¢l,(K). Tada je
T, (K) grupa, a t,(K) je njezina Liejeva algebra. Naéi im dimenzije.

PRIMJERI 1.23

(1) Neka je A € L(X) i A* dualni operator. Tada je 0(A*) = 0(A), piae = iy
i pas = pa.

(2) Neka je X vektorski prostor nad Ri A € L(X). Tada je o(A.) = o(A),
Pa, = Halpa, =pa.

(3) Neka su X, Y vektorski prostori nad C, J; konjugiranje na X, J, konju-
giranje na Y. Tada vrijedi:
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(a) LYX,Y) = L(X,Y)J, = {AJ; A € L(X,Y)}

(b) LU(X,Y) = LL(X,Y) = {hA; A € L(X,Y))

(c) L*(X) = L(X)J1 = JiL(X)
(4) Neka su X, Y vektorski prostori nad C i L*(X,Y") vektorski prostor svih
linearnih operatora A : X — Y, gdje su X i Y shvaceni kao vektorski prostori
nad R. Tadaje L*(X,Y) = L(X,Y)+L%X,Y) i ova suma je direktna. Dakle,
svaki operator A € L*(X,Y) se moze napisati u obliku A = B + CJ, gdje je
J neko fiksno konjugiranje na X, a B,C € L(X,Y).
(5) Neka je (X, (.].)) unitarni prostor nad R i X, kompleksifikacija od X.
Tada je formulom

(z +ayle’ +iy') = (z]2") + (yly') +i[(yla") — (2]y)]

dan skalarni produkt na X, i njegova restrikcija na X je jednaka starom
skalarnom produktu tj. X je unitarni podprostor od X..

(6) U Definiciji 1.9 smo definirali prostor L(Xj, ..., X,, K) svih multilinear-
nih funkcionala. Analogno se definira prostor svih multilinearnih opera-
tora L(Xy,...,X,,X), gdje je X vektorski prostor nad K, tj. preslikavanje
A Xy x---x X, — X jemultilinearni operator ako je on linearan po svakoj
varijabli. Vrijedi formula

dim L(X1, ..., Xp, X) = dim X - - - dim X, - dim X.

Vidi Poglavlje 6.
(7) Neka je A € gl,(K) matrica sa stupcima ay,...,a, € K" Tada je
preslikavanje A — (a,...,a,) € K* x --- x K" izomorfizam vektorskih
prostora. Ako identificiramo ova dva prostora onda su preslikavanja A —
det A, A+ per A, A — tr A multilinearni funkcionali.
(8) gl,(K) je izomorfna sa K" (kao vektorski prostor) pa su det i per po-
linomi od n? varijabli tj. det,per € K(n?). Nadalje, ovi polinomi su n-
homogeni tj. det,per € K,(n?). Analogno je tr € K;(n?). Za njih vrijedi:
(a) (det |per) = (det |tr) = (per|tr) =0
(b) (det |det) = (per | per) = n!
(c) (tr|tr) =n



Poglavlje 2

Funkcionalni racun

2.1 Poluprosti i nilpotentni operatori

Vektorski prostori koje razmatramo u ovom poglavlju su konacno dimezi-
onalni, osim ako nije receno druk¢cije.

DEFINICIJA 2.1 (1) Neka je X wvektorski prostor, Y C X podprostor i
A € L(X). Kazemo da je Y invarijantan na A ako je AY C Y. Tada
definiramo operator Ag = A|Y € L(Y) 1 kaZemo da A inducira Ay na'Y ili
da je Agy induciran sa A na 'Y .

(2) Ako A € L(X) ima netrivijalan invarijantan podprostor Y C X (tj.
Y # {0}, Y # X ) onda kaZemo da je A reducibilan.

(3) Neka su Yy, Yy C X netrivijalni invarijantni podprostori od X, Ay = A|Y1,
Ay = AlYs 1 Y1 + Yy = X (direktna suma). Tada kaZemo da je A potpuno
reducibilan i pisemo A = A, + A,.

PROPOZICIJA 2.2 (1) Neka je X1 C X netrivijalni invarijantni podpros-
tor od A € L(X). Tada u X postoji baza e takva da je

Ao *
Ae:[ol *] A = A|X,

(2) Neka je A € L(X) potpuno reducibilan, A = A; + Ay, A = A|X;,
Ay = AlXs, X1+ Xo = X. Tada v X postoji baza e takva da je A, kvazi-
diyagonalna matrica t.

AL 0
= )

15
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Dokaz (1) Neka jen = dim X, k =dimX;, 1 <k <n-—1,1i (e1,...,ex)
baza u X; Uzmimo egy1,...,e, € X tako dajee = (e1,..., €k, €kt1s---,En)
baza u X. Tada je e trazena baza.

(2) Neka je k = dim Xy, | = dim Xy, k +1 = n, (e1,...,e;) baza u Xj,
(€gs1,---,€n) baza u Xs. Tada je e = (e, ..., e,) trazena baza od X. =

KOROLAR 2.3 Neka je Y C X netrivijalan podprostor od X 1 L'(X) =
{A € L(X): AY C Y}. Tada je L'(X) podalgebra od L(X) i preslikavanje
A Ay =AlY, A€ L'(X) je homomorfizam sa L'(X) na L(Y) tj. vrijedi:
(1) (A+B)y=A0+ By, A,B € L'(X)
(2) (aA), = aAy, a €K
(3) (AB)g = AgBy

Dokaz Evidentan. =

DEFINICIJA 2.4 (1) KaZemo da je operator A € L(X) poluprost ako u
X postoji baza e takva da je A, dijagonalna matrica.

(2) Kazemo da je matrica A € gl,(K) poluprosta ako je A slicna dija-
gonalnoj matrici.

(3) Kazemo da je operator A € L(X) (odnosno matrica A € gl,(K))
nilpotentan (odnosno nilpotentna) ako postoji k € N takav da je A* = 0.
Najmangi ovakav k se zove tndeks nilpotentnosti od A.

PROPOZICIJA 2.5 (1) A € L(X) je poluprost ako i samo ako je A.
poluprosta za svaku bazu e u X.

(2) A € L(X) je nilpotentan ako i samo ako je A, nilpotentna za svaku
bazu e u X.

Dokaz (1) Neka su eiu = Te baze u X, T € L(X), detT # 0. Tada je
A, =T;1A.T,. Dakle, A, je slicna dijagonalnoj matrici ako i samo ako je A,
slicna dijagonalnoj matrici. (2) Evidentno. m

PROPOZICIJA 2.6 Neka je X wvektorski prostor nad C. Tada vrijedi:
(1) A € L(X) ima invarijantni podprostor X, dim Xy = 1.
(2) Postoji baza e v X takva da je A. gornja trokutasta matrica.

Dokaz (1) Neka je Ay € o(A). Tada postoji e; € X, e; # 0, takav da je
Aeqr = Meg pa je Ce; invarijantan podprostor dimenzije 1.

(2) Operatori A, B € L(X) su sli¢ni ako i samo ako su slicne matrice A,
i B, za svaku bazu e u X. Nadalje, svaka matrica M € g¢l,(C) je slicna
gornjoj trokutastoj matrici, pri ¢emu su dijagonalni elementi iz o(M). Ovo
se dokazuje iteracijom tvrdnje (1). m
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PRIMJERI 2.7

(1) Ako je A € L(X) poluprost i nilpotentan onda je A = 0. Nadalje, 0 je
jedini nilpotentni operator indeksa 1.
(2) Neka su a,b € R"\{0} i A =ab". Ako je (a|]b) # 0 onda je A poluprosta.
Ako je (al]b) = 0 onda je A nilpotentna indeksa 2.
(3) Neka je J = e1€] + -+ + ep_1el, € gl,,(K) tj. J ima jedinice na prvoj
dijagonali iznad glavne, a sve ostale nule. Tada je J nilpotentna matrica
indeksa n i zove se elementarna Jordanova klijetka reda n. Nadalje,
vrijedi:

(a) ps(x) = py(x) =", o(J) = {0}

(b) Ako je f € K[z] onda je

n—1

f) =3 A7)
k=0

(c) JTJ=1—ere] i JJT =1 — eye] su projektori.

(d) J je parcijalna izometrija.

(e) U = J + ene] je ortogonalna matrica i J = UJ"J.
(4) Neka je X = {f € K[z];0f < n} 1D € L(X), Df = f', operator
deriviranja na X.

(a) Polinomi ey, ..., e, € X, ex(x) = 2F/k!, k = 0,...,n, ¢ine bazu e u X
idimX =n+ 1.

(b) Ako je f € X onda je f = f(0)eg + - -- + f™(0)e,.

(¢) Za operator D vrijedi Dey = 0, De; = eg,..., De, = e, 1 pa je
D. = J elementarna Jordanova klijetka reda n + 1.
(5) Ako je A € L(X) nilpotentan onda je:

(a) pa(z) =2", n=dim X

(b) pu4(z) = 2, gdje je k indeks nilpotentnosti od A

(c) o(A) ={0},det A=0,trA=0
(6) Ako operatori A, B € L(X) komutiraju onda vrijedi:

(a) Ako su A i B nilpotentni onda su A + B, AB takoder nilpotentni.

(b) Ako su A i B poluprosti onda su A + B, AB takoder poluprosti.

Tvrdnje ne vrijede bez pretpostavke da operatori A i B komutiraju.

LEMA 2.8 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n. Ako je A €
L(X) nilpotentan operator indeksa p onda je p < n.

Dokaz Kako je AP~1 # 0 postoji e € X, e # 0, takav da je AP"te # 0.
Dokazimo da su vektori e, Ae, AZ%e,..., AP7le linearno nezavisni, iz cega
slijedi p < n. Neka je age+ a1 Ae+ - - -+ozp_1Ap_1e =0, a; € K. Pomnozimo
ovu relaciju sa AP~!. Dobijemo apgAP~te = 0 pa je ag = 0. Pomnozimo sada
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sa AP72. Dobijemo a3 AP~te = 0 pa je a; = 0. Nastavljajuéi ovako dobijemo
a;=0,7=0,...,p— 1. m

LEMA 2.9 Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n. Ako je A €
L(X) nilpotentan operator indeksa n onda v X postoji baza e takva da je A
elementarna Jordanova klijetka reda n.

Dokaz Neka je e € X takav da je A" te # 0. Po prethodnoj lemi su vektori
ep = A" le, eg = A" %, ..., e,_1 = Ae, e, = e linearno nezavisni pa ¢ine
bazu u X. Bududi da je Ae; =0, Aey = e€q,..., Ae,, = e,,_1 matrica od A u
ovoj bazi je upravo elemetnarna Jordanova klijetka reda n. m

KOROLAR 2.10 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n.

(1) Svi nilpotentni operatori A € L(X) indeksa n su slicni.

(2) Sve nilpotentne matrice A € gl,,(K) indeksa n su slicne elementarnoj
Jordanovoj klijetki reda n.

TEOREM 2.11 Neka je X vektorski prostor nad K dimenzijen i B € L(X)
nilpotentan operator indeksa p < n. Tada postoje podprostori X1, ..., X, u X
takvi da je

1) X=X+ +X,

(2) n>dimX; >dim Xy, > -+ >dim X, > 1
i X; je invarigantan na B, i = 1,...,m. Nadalje, B; = B|X; je nilpotentan
indeksa dim X; 1 B= By + ---+ B,,.

Dokaz Kako je B? = 0, BP~! # 0, postoji e € X takav da je BP~le # 0.
Oznaéimo sa X, podprostor generiran vektorima e, Be, ..., BP te. Tada je
X1 invarijantan na B, dim X; = p. Nadalje, za dualni operator B* vrijedi
B* = 0, B*~! # 0 pa postoji f € X* da je (e|B*'f) # 0. Neka je Y}
podprostor od X* generiran sa f, B*f,.., B**~1 f. Tada je Y, invarijantan na
B* i dimY; = p. Stavimo

X' =Y ={zeX;f(x)=0,feYi}

Tada je dim X’ = n —dimY; = n — p. Dokazimo da je BX' C X'. Zax € X'
igeY iz B*tg € Y] slijedi (Bzlg) = (z|B*g) = 0, tj. Bx € X'. Dokazimo
da je X1 N X' ={0}. Ako je z € X; N X’ onda je

r = oo+ a1 Be+ -+ ozp_pr_le

pa dobijemo BP~lz = oyBP 'e. Sada je

0= (z|B*7'f) = (B" 2| f) = a(B"e| f)
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pa je o = 0. Sli¢no je BP~2x = a1 BP~'e pa dobijemo
(x| B2 f) = (B" 22| f) = an(B* e[ f) = 0

tj. ay = 0. Nastavljajuéi ovu proceduru dobijemo a; = 0,7 =0,...,p— 1 tj.
r = 0 §to znaci X; N X' = {0}. Kako je dimX; +dim X' =p+n—p=n
dobijemo X = X; + X'. Stavimo sada B; = B|X;, B = B|X'. Tada je
B = B; + B'. Bududéi da je BP = BY + B? = 0+ 0 = 0, slijedi B? =0
Sto znac¢i da je B’ nilpotentan nekog indeksa p’ < p. Ako je p/ = dim X’
stavljamo X, = X' i By = B’ pa je dokaz gotov i m = 2.

Ako je p' < dim X’ ponovimo cijelu proceduru s operatorom B’ i prostorom
X' pa iteracijom dobijemo tvrdnju. m

KOROLAR 2.12 Neka je B 1z prethodnog teorema. Tada postoji baza e u
X takva da je By = Jy, +- -+ i, kv > -+ >k, > 1, gdje je Ji, elementarna
Jordanova klijetka reda k. Za k =1 stavljamo J; = 0.

Matrica B, se zove Jordanova kliyjetka.

Dokaz Operator B; = B|X; je nilpotentan indeksa dim X; pa postoji baza
od X; takva da B; u ovoj bazi ima matricu Ji,, ¢« = 1,..., m. Skupimo sve
ove baze zajedno pa dobijemo bazu e u X s trazenim svojstvom. m

KOROLAR 2.13 Nilpotentni operatori By i By € L(X) su slicni ako 1
samo ako imaju 1stu Jordanovu klijetku.

LEMA 2.14 Nekaje A € L(X) iy (x) = py(x)puy(z) faktorizacija od py na
relativno proste polinome stupnja barem 1, s vodecim koeficijentom 1. Tada
vrijeds:

(1) X = X, + X5, gdje je X1 =ker p,(A), Xo = ker pi,(A)

(2) A= Al —|— 1427 gd]e j@ Al = A|X1, A2 = A‘XQ

(3) 11 = pa,s Ho = fia,

Dokaz Rastavljajuéi 1/u, na parcijalne razlomke dobijemo polinome f, fo
takve da je

Fa  Hro Mo
odnosno figty + fopta = 1 paje fi(A)(A) + fr(A)py(A) = 1. Za x € X
stavimo x1 = fo(A)pus(A)x, x5 = f1(A)py(A)x pa dobijemo x = x1+x5. Kako
je pa(4) = 0 dobijemo i, (A)zy = fo(A)py (Aia(A)z = fo(A)pa(A)z = 0
slicno py(A)xe = 0. Neka je X7 = ker p,(A), Xy = ker puy(A). Tada su Xi,
X, invarijantni na A. Dokazimo da je X1 N Xy = {0}. Za z € X; N X, je
p(A)xr = py(A)r =0 pa je Ix =0 tj. x =0. Dakle, X = X; + X,. Stavimo
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Ay = A|Xy, Ay = Al X,. Jos ostaje dokazati ju; = iy, 1 = 1,2. Za x, € Xy je
z1 = fa(A)py(A)z pa je py(A)zr = 0 tj. py(Ar)z = 0. Dakle, (A1) = 0.
Ako je f € K|[z] takav da je f(A;) =0, f # 0, onda je f(A)uy(A) =0 pa uy
dijeli fu,. Kako su py i py relativno prosti py dijeli f Sto znaci py = i, ®

TEOREM 2.15 Neka je A € L(X) i pig = iy - - 4y, faktorizacija na rela-
tivno proste faktore stupnja bar 1, s vodeéim koeficijentom 1. Tada vrijedi:
(1) X =X+ -+ X, gdje je X; =kerp,(A),i=1,...,m
2) A=A+ -+ A, gdieje A, =AlX;,i=1,....,m
(3) py = pig,i=1,...,m
Dokaz Slijedi iteracijom iz prethodne leme. m

TEOREM 2.16 Neka je A € L(X) @ py(x) = (x — A\)P - (x — A\p)Pm,
gdje su A1, ..., Ny razliciti. Tada vrijedi:

(1) X:X1+—|-Xm , Xk:ker(A—AkI)pk , k’zl,...,m

(2) A= ML+ By)+ -+ Al + Bn), gdje je By, nilpotentan operator
na Xk indeksa Dk 1 Bk; = Ak; — >\k:[k:7 Ak; = A‘Xk, k = 1, <o,

Dokaz Primijenimo prethodni teorem na () = (x — A\)PE, k= 1,...,m.
Ovi polinomi su relativno prosti zbog razlic¢itosti od Aq,...,\,,. Nadalje,
operator By, = Ay — A\ lx je nilpotentan indeksa py zbog By = . (Ax) =0,
k=1,...,m. m

DEFINICIJA 2.17 Neka je A € gl,,(C), A= ML+ )+ -+ Al +
Im), gdje su Ay € C i Ji Jordanove klijetke, k = 1,...,m. Tada se matrica
A zove Jordanova matrica.

KOROLAR 2.18 Neka je X wvektorski prostor nad C i A € L(X). Tada

postogi baza e u X takva da je A, Jordanova matrica.

Dokaz Polinom p, se moze faktorizirati py(x) = (x — A\)Pr -+ - (z — AP,
gdje su A\, € o(A) razliciti i p1,...,p, € N. Sada primijenimo prethodni
teorem 1 izaberimo u svakom X bazu tako da Bj ima Jordanovu klijetku u
toj bazi. Skupivsi sve ove baze zajedno dobijemo trazenu bazu od X. m

KOROLAR 2.19 Neka je A € gl,,(C). Tada je A slicna Jordanovoj matrici
koju zovemo Jordanova forma od A.

NAPOMENA 2.20 Teorem 2.16 i Korolari 2.18 i 2.19 ne vrijede za realne
prostore i realne matrice. Naime, polje R nije algebarski zatvoreno pa se
minimalni polinom ne moze faktorizirati kao u Teoremu 2.16. Ako operator
A € L(X), gdje je X realni vektorski prostor, ima realan spektar onda se
14 moze faktorizirati kao u Teoremu 2.16 pa sve tri tvrdnje vrijede za ovaj
operator. Ako barem jedan element iz o(A) nije realan onda tvrdnje ne
vrijede.
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2.2 Operatorske funkcije

TEOREM 2.21 Neka je X wvektorski prostor nad C, dim X =n, A € L(X)
io(A) C D0,r) ={2€C;|z| <r}. Ako je f: D(0,r) — C holomorfna
funkcija i f(2) = > ap2* onda red Y apA* konvergira u L(X) i njegovu
sumu oznacavamo sa f(A).

Dokaz Neka je e baza u X takva da je A, Jordanova matrica

Ae - ()\1]1 + Jl) —I— e —I— (Am[m + Jm)

. p .
Nadalje, neka je S,(2) = > a;27, Sp(A) = Y a;A7. Buduéi da je
j=0 J=0

(4P = 32 (DN = 3 [ (0|

m=0 m=0
i J"™ = 0 dobijemo
p m
Sp(A)e = > ;AL = > (3 +(Aely + Ji))
§=0 i=0 k=1
b mo
= > aj > H(Alp + i)
7=0 k=1
O j (2 =1
:Z‘I'Z[O{JZ ]k++aJWJk: ]|z:)\
k=1 j7=0
= k; FS ) e + -+ Sy )

Po teoremu o konvergenciji holomorfnih funkcija vrijedi S&™ (Ae) — f™ (),
p — oo, m, k € N, pa presavsi na limes kad p — oo dobijemo

m

f(A)e = f(Ae) - Z —I_(f()\k:)lkz + -+ (nil)'f(n_l)(kki)‘]l?_l)

k=1

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
KOROLAR 2.22 U uvjetima prethodnog teorema vrijeds

o(f(A) = f(a(A) = {f(A); A € a(A)}

Dokaz Za svaki operator A € L(X) vrijedi 0(A) = o(A.), za svaku bazu
e u X. Ako uzmemo bazu e takvu da je A. Jordanova matrica onda po
prethodnom teoremu zakljuc¢ujemo da je f(A)e = f(Ae) gornja trokutasta
matrica s dijagonalnim elementima f(A1),..., f(A,) pa slijedi tvrdnja. m
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PRIMJERI 2.23 Ako je f : C — C cijela funkcija tj. holomorfna na
cijelom C, onda su uvjeti prethodnog teorema ispunjeni za svaki A € L(X)
pa za f(2) = > apz® red Y o, AF konvergira za svaki operator A € L(X) i
pisemo f(A) =Y aA*. Kao specijalni sluéaj ove tvrdnje dobijemo:

(a) exp A = > %Ak

k>0

(b) sinA = 3" (=D*  p2k+1
k>0

(2k+1)!

_1\k
(c) cosA= > ((213! A%
k>0

(d) exp(iA) = cos A + isin A
Analogne tvrdnje vrijede i za hiperbolne funkcije ch i sh.

NAPOMENA 2.24 Preslikavanje f +— f(A) se zove funkcionalni rac¢un
za A. Popularno kazemo da smo u funkciji f umjesto varijable z uvrstili
operator A. Naravno, ovo se ne moze primijeniti na svaku funkciju f. Jedan
od glavnih problema funkcionalnog racuna je nac¢i maksimalnu klasu funkcija
f za koje postoji operator f(A). Do sada smo rijesili ovaj problem parcijalno:
za polinome i cijele funkcije, zatim za holomorfne funkcije na nekom disku
koji sadrzi o(A). Sljedeca definicija prosiruje funkcionalni ra¢un f — f(A)
na maksimalnu klasu funkcija.

DEFINICIJA 2.25 Neka je X vektorski prostor nad C, A € L(X), 0(A) =
{A, A}, pa() = (@ — AP - (x — A\p)P™ i e baza u X u kojoj A ima
Jordanovu matricu .

Ae =Y F(Nedi + i)

k=1

Nadalje, neka je F[A] skup svih funkcija f : 0(A) — C za koje postoje brojevi

FOW, P On), - fP DN, E=1,...,m (2.1)

Uredeni skup svih ovih brojeva oznacimo sa O(f). Ako je f € F[A] onda
definiramo operator f(A) sa

m

FlA)e = F(A) = X FHFO D+ gt fO TV
NAPOMENA 2.26 Ako su svi brojevi (2.1) jednaki 0 tj. O(f) = 0 onda
je f(A) =0. Ako je O(f) = O(g) onda je f(A) = g(A). Ako je f holomorfna
na nekom disku koji sadrzi o(A) onda iz dokaza Teorema 2.21 zaklju¢ujemo
da je f(A) iz tog teorema u skladu s ovom definicijom. Nadalje, F[A] je
maksimalna klasa funkcija za koje se moze definirati f(A). Ako je X realan
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prostor i A € L(X) onda definiramo F[A] = {f € F[A.]; O(f) realan} pa
je f(A) € L(X), za f € F[A]. Na taj nacin dobijemo realni funkcionalni
racun.

Zamijetimo da je F[A] algebra nad K. Kazemo da niz (f,) iz F[A]
konvergira prema f € F[A] ako vrijedi O(f,,) — O(f), n — oo, tj.

f,(f)(kk) —>f(s)(>\k), k=1,....m,s=0,...,pp— 1

TEOREM 2.27 Neka je 6 : F[A] — L(X), §(f) = f(A). Tada je 6 homo-
morfizam algebra i vrijedi 6(1) = I, §(id) = A. Nadalje, § je neprekidan tj.
ako niz (f,) iz F[A] konvergira prema f € F[A] onda niz (6(f,)) iz L(X)
konvergira prema 6(F) € L(X).

Dokaz Prvi dio tvrdnje slijedi neposredno iz definicije, a drugi iz teorema
konvergencije holomorfnih funkcija. Naime, svaka funkcija f € F[A] je res-
trikcija neke holomorfne funkcije na o(A). =

KOROLAR 2.28 (Teorem o preslikavanju spektra)
Ako je f € F[A] onda je o(f(A)) = f(c(A)).

Dokaz Isti kao u Korolaru 2.22. m

TEOREM 2.29 Neka je A € L(X), Ouy, = m i f € F[A]. Tada postoji
jedinstven polinom P € K[z], 0P < m, takav da vrijedi f(A) = P(A).

Dokaz Ako su Py, P, dva ovakva polinoma onda je Pj(A) — Po(A) = f(A) —
f(A) =0 paje P, — Py djeljiv s u,. Kako je 0(P, — P,) < m = 0u, dobijemo
P1 P2 =0 tJ P1 P2

Prvo pretpostavimo da ovakav polinom P postoji i izvedimo neka njegova
nuzna svojstva. Neka je

:uA(Z):(Z_Al)pl'”(z_AS)ps7 p1++ps:m:6:uA

Ovdje smo pretpostavili da je K= C, a ako je K =R onda prijedemo na
kompleksifikacije X, i A..
Razvijajuéi P/u, u parcijalne razlomke dobijemo

S

P(z a «@ Xkp
(2) _ SO (o + 52 kz) +"'+(z—];\:)pk) (2.2)

pa(z) Z= A

Oznac¢imo sa 7y, pozitivno orijentiranu kruznicu sa srediStem u Ay koja, osim
Ak, ne obilazi ostale tocke iz g(A). Po teoremu o residuumu je

O = 5 (z — M)/~ 1 P(z) dz, 7=1,...,px, k=1,....s

2mi a(z)
Tk
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Buduéi da je A\ pol reda py od P/uy, iz (2.2) dobijemo

g = m hm [( — g )P /Z((ZZ))](pk—j) (2.3)

Dokazimo sada egzistenciju ovakvog polinoma P. Prvo definiramo brojeve

;= hn)r\l [(z — \g)P" f(z) )](pk—j) (2.4)

(Pk 1! pa(z

a onda definiramo polinom P sa

S

P(2) = juae) (25 + 28+ ) (2.5)

Sada za polinom P dobijemo
P(]>(>\k) :f(J) (Ak)7 j:0717"'7pk—17 k= 17"'787
$to po 2.25 znadi da je P(A) = f(A). m

LEMA 2.30 (Lagrange-Sylvester)

Neka su A1, . .., s razliciti kompleksni brojevi, p1, ..., ps proizvoljni prirodni
brojevi i By, 3 =1,...,pk, k= 1,..., s, proizvolyni kompleksni brojevi. Tada
potogi jedinstven polinom P € C[x] takav da je OP <m =p;+ -+ ps i

PUVN) =B 5=1,....pk, k=1,....5 (2.6)

Polinom P se zove Lagrange-Sylvesterov polinom zadan uvjetom (2.0).
Ako su svi p; = 1 onda se P zove Lagrangeov interpolacijski polinom
zadan uvjetom: P(Ay) = By, k=1,...,s.

Dokaz Neka je pu(z) = (z — A)Pr -+ (2 — Ap)P*. U relaciju (2.4) iz dokaza
prethodnog teorema uvrstimo g umjesto p 4, izvrsimo naznacene operacije i
u rezultatu zamijenimo £~V (\;) sa Brq- Pomocu brojeva 3, 1 polinoma
izracunavamo brojeve oy, iz (2.4) i pomocu njih definiramo polinom (2.5). Za
taj polinom vrijedi (2.3). Odavde i iz (2.4) (ispisanog pomocu (3,,) dobijemo

= PU=D(\),5=1,...,pr, k=1,...,5 Time smo dokazali da ovakav
polinom postoji. Nadalje, iz (2.3) slijedi da su koeficijenti od P odredeni
jednoznaéno pomoéu brojeva PU=1()\;) pa je P jedinstven. m

TEOREM 2.31 Neka je A € L(X) i puy(2) = (2 — A)Pr - (2 — Ag)P
Tada postoje jedinstvent linearno nezavisnt operatori Py;, 7 =1,...,pk, k =
1,...,s, koji su polinomi od A, tako da za svaki f € F[A] vrijedi

S

FA) = S [f ) Pa + /() Pea + -+ [PV (\) Py,

k=1
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Dokaz Neka je P polinom iz Teorema 2.29 tj. P(A) = f(A). Ako iz formule
(2.4) iz dokaza Teorema 2.29, uvrstimo ay; u (2.5) i grupiramo sve ¢lanove
uz istu derivaciju od f onda se (2.5) moze prepisati u obliku

S

P(z) = S [fn)gn (2) + FMe)gra(2) + -+ + FP(N) Gipy (2)]

k=1
gdje su gx; neki polinomi, dgy; < m = Oy, 1 oni ne zavise od f nego samo
od pty. Po Lemi 2.30 zakljucujemo da je gi; Lagrange-Sylvesterov polinom
definiran uvjetima: g,(é._m (Ax) = 1, dok je g,i? (N)=0,7#k,m#j—1tj.
samo jedan pripadni broj je 1, a svi ostali su 0. Iz ovoga slijedi nezavisnost
polinoma gx;, 7 =1,...,pk, Kk =1,...,s. Definiramo sada operatore Pj; sa

ij:gkj(A), jzl,...,pk, k‘zl,...,S

Kako su polinomi gy; nezavisni i imaju stupanj strogo manji od m = Juy
zakljucujemo da su operatori Py; takoder nezavisni. m

PRIMJERI 2.32 Prethodni teorem je osnovni teorem funkcionalnog
racuna. On daje efektivni nac¢in rac¢unanja f (A) ako je poznat polinom .
Naime, u formulu iz teorema uvrstavamo razne funkcije f € F[A], shvacajuéi
Py; kao nepoznate varijable, pa dobijemo sustav jednadzbi za operatore Py;.

(1) Neka je A € L (X) takav da je pu4 (2) = 2° — z, npr. neka je A projektor.
Tada je 0 (A) ={0,1} paje f(A) = f(0) P, + f (1) P, f € F[A]. Da bismo
nasli P, i P, stavimo prvo f (z) = 1, azatim f (z) = z. Dobijemo I = P+ P,
A= Py paje f(A)=f(0)(1—A)+ [ (1) A

(2) Neka sua, b € R"i A = ab”. Tada je u, (z) = 2°> — (a|b) z, 0 (A) =
{0, (alb)} . Postupajudi kao u (1), za (a|b) # 0 dobijemo

f(A) = f(0) (I — i A) + LA, | e FlA

dok za (alb) = 0 vrijedi f (A) = f(0) I+ f'(0) A, f € F[A].
(3) Akoje A€ L(X)ip,(2)=2%>—1,ondajec(A) ={-1,1}1i

fA) =3 DT -A)+3f Q)T +A), feF[A
(4) Akoje Ac L(X)ipu,(2)=(2z—a)(z—[) onda je

fA) =19 A-pn+ L8 (A-al), a#
dok za a = f imamo f (A) = f(a) I + f' (a) (A —al).

(5) Ako u prethodnom teoremu zamijenimo p 4 nekim polinomom g takvim
da je p(A) = 0 onda ¢ée dobiveni rezultat za f (A) biti isti za svaki polinom
f, s time Sto ¢e u izrazu za f (A) biti ¢lanova koji su ustvari jednaki nula.
Medutim, za ostale f € F[A] ¢e se traziti postojanje jos nekih derivacija sto
f ne mora imati, ali ¢e operatori uz te dodatne derivacije biti jednaki nuli.
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TEOREM 2.33 (Dunfordov integral)

Neka je X wektorski prostor nad C, A € L(X), f holomorfna na nekoj
okolini 2 od o (A) i v zatvorena krivulja u ) koja obilazi o (A) jedanput u
pozitivnom smijeru. Tada vrijedi:

A) = o [GI- A7 () d:

Y

Dokaz Po prethodnom teoremu za funkciju g (w) =1/ (z —w), z ¢ 0 (A),
vrijedi

S

g(A) = (zI-A)~" = Y (K

k=1

g ((pk 0 Pkpk)

Budud¢i da je f holomorfna na €2 vrijedi

FOV ) = Vo [ o f () dzy GEN, k=1,

~

pa dobijemo

S

z)dz 1!
f( - ];1 2mi f ];( Ak P +- png f (z— /\k pk Pkpk

S

= Zﬁf(z_x

1

= ok [ - A7 f(2)dz

o ) Py ) f (2) d

el
Il

“’I

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

TEOREM 2.34 Neka je A € L(X), f holomorfna na okolini od o (A), g
holomorfna na okolini od o (f (A)) i h=go f. Tada je h € F[A] i

h(A) =g (f(A))

Dokaz Neka je €2 podrucje, tj. otvoren i povezan skup, koje sadrzi o (f (A))
i takvo da je g holomorfna na okolini od Q. Kako je o (f (A4)) C Q postoji
podrucje €' da je o (A) C &', f holomorfna na okolini od &' i f (€) C €.
Odavde slijedi da je h holomorfna na okolini od € pa je h € F[A].

Kako je funkcija ¢ — 1/(z — f({)) holomorfna na €' po prethodnom
teoremu je

(CI = A)~hd¢

(I = fA) =0 | =
2 | =10
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Sada ponovo po prethodnom teoremu imamo

9(f(A)) = 5 [ (2] = f(A)) g (2) dz

o0
= [ (o [ (1= A7 g)g () de
=2 | (=) (g [ =y (=) d)dC
= J (= A7 (£ () dC
=z [ (=47 h(QdC=h(4)

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
PRIMJERI 2.35

(1) Neka je A € L(X) io(
formula log z = Zk>1 (— ) %
2 dobijemo

A) C {2z € C;|z—1| < 1}. Buduéi da vrijedi
(z—1)", |z = 1] < 1, uvrstavanjem A umjesto

log A= (-1)" 1 (A1)

k>1

Zbog explog A = A definiramo potenciju A* = exp (alog A), a € C. Spe-
cijalno je AY* k-ti korijen iz A.

(2) Neka je Aiz (1). Buduéidaje (1+2)" = >, (%)2" [2| < 1, uvrstavanjem
A umjesto 1 + 2z dobijemo

A=Y () (A= 1)

k>0

Ovako definirani A® je jednak onom iz (1).
(3) Neka je Ae L(X)io(A) C {z € C;Rez > 0}. Bududi da za Rez > 0
vrijedi 1/z = [ exp (—tz) dt dobijemo

= [exp (—tA)dt
0

(4) Neka je A € L(X)i0(A) C {# € C;Rez < a}, a € R. Tada po (3)
dobijemo

(o —A) " = [exp[t(A—al)dt

o“—3

(5) Neka je Ae L(X)io(A) C{z€ C;Rez>0}. Tada je

= [eTexp[(A —I)logt]dt
0
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gamma funkcija od A i vrijedi I'(A+ 1) = AI' (A) . Koriste¢i analiticko
produljenje od I' na Q = C\{0,—1,—-2,...} mozemo definirati I (A) za
svaki operator A € L (X) za kojeg je o (A) C .

DEFINICIJA 2.36 Neka je X vektorski prostor nad C i A € L(X). Tada
se funkcija Ry : C\o(A) — L(X), Ra(z) = (2I — A)™! zove rezolventa
operatora A.

TEOREM 2.37 Neka je X vektorski prostor nad C, A € L(X) im = Ouy.
Tada postoji jedinstven polinom h € C [z, z] stupnja m — 1 po obje varijable,

takav da vrijedi
Ru(z) = WA, 2)/pa(2), z ¢ o(A)

Dokaz Razvijajuéi u,(x) u Taylorov red oko z € C dobijemo

fia(z) = k:Z::O %,u(f)(z)(m — 2)k
pa je N
pa(@) — palz) = (. — 2) k; %uf)(z)(x — )kt

Dakle, za polinom

vrijedi

Wz, z) = (pa(x) — pa(2)/(x — 2)
pa je h je polinom od dvije varijable stupnja m—1 po objei h(z, z) = h(z, x).
Ako u formulu p4(z)—p4(2) = (x—2)h(x, z) uvrstimo A umjesto x dobijemo
—pa(2)I = (A — 2I)h(A,2). Ako je 2 ¢ o(A) onda je (21 — A) 1u,(z) =
h(A, z) iz cega slijedi tvrdnja. m

KOROLAR 2.38 (1) R4 je racionalna funkcija za svaki A € L(X).

(2) R4 je holomorfna na C\o(A)

(3) 0(A) je skup polova od Ry. Tocka A € o(A) je pol reda k, gdje je
k red od A\ kao nule od p 4

(4) h(A,z) #0 za svaki z € C

(5) oo je uklonjivi singularitet od R4, pa ako definiramo Ra(oc) =0
onda je Ry holomorfna u okolini od oo.
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Dokaz (1) i (2) slijede neposredno iz prethodnog teorema. (3) slijedi iz
prethodnog teorema i (4), dok (4) slijedi iz ¢injenice da je h polinom stupnja
m — 1 po obje varijable pa je h(A, z) # 0 bududi da je m = Ju 4. (5) slijedi
iz. evidentne formule lim Ra(z) =0. m

Z—00

PRIMJERI 2.39

(1) Razvoj rezolvente u Laurentov red oko oo je dan sa

Ra() = 2T = 1) = ¥ o>

k>0

Specijalno je Res Ry = —1.
(2) Razvoj rezolvente u Taylorov red oko zy € C\o(A) je dan sa:

Ra(z) = ((z—20) I + (20l — A))"
= Ra(20) (I + (2 — 29) Ra (Z’o))_1
= 5 (=1)* Ra(20)*"" (2 — )"

k>0

i ovaj red konvergira za |z — 29| < |20 — Aol , gdje je Ao € 0 (A) tocka iz o (A)
najbliza tocki zy. Specijalno dobijemo

RP(2) = (=1)F KR4 (2)"™, 2 € C\o(A), k € Ny

(3) Po Korolaru 2.38 je h (A, z) # 0 za svaki z € C. Dakle, polinom h (A, 2)
s operatorskim koeficijentima nema niti jedne nule u C. Usporediti ovo s
osnovnim teoremom algebre.

(4) Vrijedi formula

Ra(2) — Ra(2") = () — 2)Ra(2)Ra(?), 2,2 € C\o(A)

i zovemo je rezolventna jednadzba. Iz nje slijedi R/,(z) = —Ra(2)%.
(5) Ako je A € L (X) nilpotentan operator indeksa k onda je

Ra(z)=1I+LA+ 4+ LA 240

Tz

(6) Ako je A € L (X) operator ranga 1 onda je u, (2) = 2? — z tr A. Nadalje,
ako je tr A # 0 onda je A poluprost i

RA(Z) = %(I o ﬁA) + (z—trlA)trAA

Ako je tr A = 0 onda je A nilpotentan indeksa 2.
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PROPOZICIJA 2.40 Neka je X wvektorski prostor nad C i1 A € L(X).

Tada je A poluprost ako 1 samo ako p, 1ma sve nule prvog reda.

Dokaz Neka je piy (2) = (2= A)Pr -+ - (2= Xs)P, gdjesu Ay, . .., As razliciti. Po
Teoremu 2.15 je A = Ay +-- -+ Ay, gdje su Ay = A| Xy, 1 Xy = ker(A— N\, I)P*,
k =1,...,s. Nadalje, A je poluprost ako i samo ako su svi Aj poluprosti.
Buduéi da je p,, (2) = (2 —A\x)P* zakljucujemo da je Ay poluprost ako i samo
ako je pr = 1 tj. Ax = \ply, za svaki k. m

2.3 Jordanov rastav

TEOREM 2.41 (Jordanov rastav)
Neka je X wektorski prostor nad C i A € L(X). Tada postoje jedinstveni
operatori P, N € L(X), koji su polinomi od A, takvi da vrijedi:

(1) P je poluprost, a N je nilpotentan

(2)A=P+N
Operator P se zove poluprosti dio od A, a N nilpotentni dio od A. Rastav
A= P+ N se zove Jordanov rastav od A. Specijalno je PN = N P.

Dokaz Ako u Teoremu 2.31 stavimo f(x) = x onda dobijemo

pa ako definiramo P = A\ Pj1+ -+ AP i N = Pio+-- -+ Py onda vrijedi
A = P+ N. Neka je e bazau X takvadaje A, = (M 1+ J1)++ AL+ Jn)
Jordanova matrica. Tada je P, = M1+ -+ A\l i No = Jy +-- -+ J,p, Sto
znaci da je P poluprost, a N nilpotentan. Ostale tvrdnje slijede iz 2.31. =

KOROLAR 2.42 Neka je A = P + N iz prethodnog teorema i ji4(2) =

(z = AP - (2= X)P°, gdje su Ay, ..., A € o(A) razliciti. Tada vrijedi:
(1) pp(2) = (z =)+ (2 = X)

(2) py () = 2P, p = max, py

()0() o(P), o(N) = {0}

(4) tr A=tr P, det A = det P

Dokaz Tvrdnje slijede iz dokaza prethodnog teorema. m

NAPOMENA 2.43 Neka je X vektorski prostor nad Ri A € L(X). Ako
je A poluprost onda je o(A) realan i 4 i ima sve nule prvog reda. Medutim,
ako 14 ima sve nule prvog reda, a o(A) nije realan onda A nije poluprost, ali
je A. poluprost. Ako je 0(A) realan onda A ima Jordanov rastav u L (X).
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DEFINICIJA 2.44 Kazemo da je operator A € L (X) unipotentan ako
je A — I nilpotentan.

TEOREM 2.45 (Jordanov multiplikativni rastav)
Neka je X wvektorski prostor nad C i A € L(X) regularan operator. Tada
postoje jedinstveni P,U € L (X)), koji su polinomi od A, takvi da vrijedi:

(1) P je poluprost, a U je unipotentan

(2) A=PU=UP
Operator P se zove poluprosti dio od A, a U unipotentni dio od A.
Rastav A = PU se zove Jordanov multiplikativnit rastav od A.

Dokaz Neka je A = P+ N Jordanov rastav od A. Kako je det A =det P # 0
definiramo operator U = I + P~ N. Tada je U unipotentani A = P + N =
P(I + P~'N) = PU. Ostale tvrdnje slijede iz Teorema 2.41 m

TEOREM 2.46 Neka je A€ L(X),n=dimX i A= P+ N Jordanov
rastav od A. Ako je f holomorfna na nekoj okolini od o(A) onda vrijedi

n—1

f(A) =3 /™ (@) N

k=0

Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za polinome. Nadalje, kako je gornja
formula linearna po f tvrdnju je dovoljno dokazati za polinome oblika f (z) =
2™, m € Ny. Za taj polinom vrijedi f® (z) = (7)klz™7*, 0 < k < m, pa je

AT = (P N)™ = 3 (1) PPN

k=0

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

KOROLAR . 2.47 Neka je A = P + N Jordanov rastav od A. Tada vrijedi
(1) F[A] C F[P] i za f € F[A] je f (P) poluprosti dio od f (A)
(2) Ako je det A # 0 onda je det P # 0 i P~ je poluprosti dio od A™1

Dokaz Slijedi iz prethodnog teorema. m

KOROLAR 2.48 Neka su A,B € L(X) 1 A = P1 —|—N1, B = P2 + N2
Jordanovi rastavi. Ako A i B komutiraju onda vrijedi:
(1) P+ P, je poluprosti dio od A+ B, a Ny+ Ny nilpotentni dio od A+ B
(2) PP, je poluprosti dio od AB, a PNy + N1 P, + N1 Ny je nilpotentni
dio od AB
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KOROLAR 2.49 Neka je A € L(X) unipotentan operator i f € F|[A].
Tada vrijedi:

() pa(z)=(z—1)", n=dimX

(2) o(A) ={1},trA=mn,det A=1

(3) Poluprosti dio od A je I i A~ je unipotentan.

(4) Vrijedi formula

n—1
f(A) = kZ_O%f(k) (1) (A-D)"
(5) f(A) je unipotentan ako i samo ako je f (1) =1
(6) f(A) je nilpotentan ako i samo ako je f (1) =0

PROPOZICIJA 2.50 Nekaje A€ L(X) ipa(z) = (z—A)" -+ (2—=As)".
Tada za svaki f € F[A] vrijedi:

(1) det f(A) = f(A)™ - f(A)™

(2) tr f(A) = naf(M) + - +nsf(As)

Dokaz Slijedi iz teorema o preslikavanju spektra koristenjem Jordanove ma-
trice od A. =

KOROLAR 2.51 Nekaje A € L(X) poluprostio(A) = {\,...,As}. Tada
postoje poluprosti operatori Py, ..., P, € L(X ) takvi da vrijedi:

()PP Oz#j,P2 PZ,ZJ 1,....,s

(3) A= >\ P1 + -+ APy

(4) f(A) = ()\1)P1 + o+ f(As) B, [ € FA]

(5) det f(A) = f(>\1)trp1 e f(A)

(6) tr f(A) = tr P f(A) + -+ tr P f(As)

Dokaz Slijedi iz Teorema 2.31 i Propozicije 2.50. m
PRIMJERI 2.52

(1) Ako je A= P + N Jordanov rastav i dim X = n onda je

Ra(z) = Rp(2)(I — Rp(z)N) ™ = 3° Rp(z)F 1N

k=0
(2) Ako je A € L(X) unipotentan i dim X = n onda je

Ra(z) = ((z=1)1—(A=1))" Z (A= 1)
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(3) Ako je A € L(X) operator ranga 1 i n = dim X onda vrijedi:
(a) det f(A) = f(0)" =" f(tr A)
(b) tr f(A) = (n — 1) £(0) + f(tr A)
(4) Ako je A € L(X), A>= A in=dim X onda vrijedi:
(a) tr A € Ny i A je poluprost.
(b) det f(A) = F(O) A4 F(1)r4
(c) tr f(A) = (n—tr A)f(0) +tr Af(1)
(5) Ako je Ae L(X), A2 =11in=dimX onda je A je poluprost i

det f(A) = f(=1)" F(1)*, tr f(A) = ki f(=1) + k2 f (1)

gdje su ky = $(n —tr A) € Ny, ks = 3(n+ tr A) € Ny,
(6) Neka je X {f eKlz];0f < n} i A € L(X) operator definiran sa

Tada je A poluprost i za f € F[A] vrijedi:

(a) o(A )_{kﬁk_l nA 1}
)detA—(H)
)

(b

(c)trA=1 + 3 Lt n—+1
(0) det f(4) = kF:[Of(m), ) = 3 1(k)
(e) A je regularan i A7 f(z) = f(x) + zf'(z)

PROPOZICIJA 2.53 Neka je X wvektorski prostor nad C i A € L(X).
Ako je A€ a(A) 1

Py, =Resy R4, Ny=Res)[(z—A)Ra(2)]

onda vrijedi:
(1) Py je poluprost, a Ny je nilpotentan
(2) P =), AP\ je poluprosti dio od A
(3) N = >, N, je nilpotentni dio od A

Dokaz Neka je o(A) = {\1,..., \s}. Tada iz dokaza Teorema 2.33 slijedi

S

—1)!
Ra(=) = ¥ (y L= P + =z Pia + -+ + 255 P,

Sto je razvoj u parcijalne razlomke od R,4. Izraz pod sumom je glavni
dio Laurentova reda od R4 oko tocke A\;. Prema tome je fi\es Ryo =P i
k

RAes [(z — Ax) Ra(2)] = P2 pa tvrdnja slijedi iz dokaza Teorema 2.41. m
k
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KOROLAR 2.54 U uvjetima prethodne propozicije vrijedi:
(1) PAP, =0, za A\F# p, i Y, Prn=1
(2) P,N, = N,, A€ O(A)
(3) Ny, :P/\(A—A]), A E O'(A)

KOROLAR 2.55 Za svaki f € F|A] vrijedi

1

m(\)—
flA = > > HP)N

A€o (A) k=0
gdje je m () indeks nilpotentnosti od Ny = Py (A — \I).
Dokaz Ovo je drugi zapis formule iz Teorema 2.31 u terminima od 2.53. m

PRIMJERI 2.56

(1) Buduéi da je R4 racionalna funkcija suma svih njezinih residuuma je
jednaka 0 tj. >, RAes Rjs+ ResRq =0, §to znaci >, P, — I = 0.

(2) Ra(z) je poluprost operator ako i samo ako je Ny =0, A € o (A). Dakle,
A je poluprost ako i samo ako je R4(z) poluprost za neki z.

(3) Ako je f polinom onda je f(A) regularan operator ako i samo ako su f
i p 4 relativno prosti polinomi.

(4) Neka je N(X) skup svih nilpotentnih operatora iz L(X) i U(X) skup svih
unipotentnih operatora iz L(X) i n = dim X. Tada je U(X) = I + N(X).
Nadalje, exp : N(X) — U(X) ilog: U(X) — N(X) su bijekcije i

k—1

n—1 n—1
expN = % LN logU = > w1
=0 =1

(5) Rogs[szA (2)] = —A* ke N,

(6) Po teoremu o residuumu, za f € F[A] vrijede formule

f(A) = AGZ(JA) Res[f(2)Ra(2)] = — Res[f(2) Ra(2)] = Res[ % f(2)Ra(3)]

DEFINICIJA 2.57 Neka je A C L(X) neprazan skup. Tada se skup
A'={A e L(X); AB = BA za svaki B € A}

zove komutant skupa A, a skup A" = (A') se zove bikomutant od A.
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PROPOZICIJA 2.58 Vrijede sljedece tvrdnje:
(1) A" i A" su podalgebre od L(X) i one sadrze 1
JACB=ADOB =A"cpB
) AC A’
) L(X) =KI, L(X)" = L(X)
) A" je najmangja podalgebra od L(X) koja sadrzi AU {I}
) (TATYY =TAT™!, detT # 0
) (TAT—I)// — TA//T—l

Dokaz Prva tri svojstva su evidentna. (4) Neposredni racun. (5) Slijedi iz
(2). Operatori A i B komutiraju ako i samo ako TAT ! i TBT~! komutiraju
za svaki T € L(X), det T # 0. Odavde slijede (6) i (7). =

KOROLAR 2.59 Nekaje A€ L(X),dim X =n idu, = m. Tada vrijedi:

(1) {A}Y = {f(A): f € FIA]} = {f(A); f € K[2]}
(2) dim {4} =m
(3) Ako je A nilpotentan indeksa n onda je

(AY = {AY = (M + AV = M+ A}, A eK
(4) {AY = {A}" ako i samo ako i, = py.

Dokaz (1) i (2) slijede iz (5) iz prethodne propozicije. (3) Kako je {A}. =
{A} 1 {A} ={A.}", za svaku bazu e u X, tvrdnju je dovoljno dokazati za
elementarnu Jordanovu klijetku, a to se provjeri neposredno. (4) Neka je e
baza u X takva da je A. Jordanova matrica

A, = ()\1]1 + Jl) +.-F ()\5[5 + JS)

Tada je {A}Y = {ML + Y+ -+ DL+ T ={hY +---+{J,} . Sada
Jordanove klijetke J; napisemo kao direktnu sumu elementarnih i primjenimo

(3). m

KOROLAR 2.60 Neka je A € L(X) poluprost, o (A) = {A,..., A} @
A= MP 4+ -+ MNPy, kao u Korolaru 2.51. Tada vrijedi:

(1) dim{A} = tr P\’ +--- + (tr P,)*

(2) dim{A}' =5 =0u,

Dokaz Neka je e baza u X takva da je A, = M1 + -+ + NIy, Pre = I,
k=1,...,s. Tadaje {A} = {A.} = {,} +-- -+ {I,} paslijedi (1), dok je
(2) evidentno. m

PRIMJERI 2.61
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(1) Kazemo da je operator A € L (X) 0-poluprost ako vrijedi X = ker A +
im A. Svaki regularni operator A je O-poluprost. Nadalje, A = 0 je takoder 0-
poluprost. Ako je A singularan i A # 0 onda direktna suma X = ker A4+im A
invarijantnih prostora od A povlaci A = 0+ B, gdje je B = A|im A regularan
operator. Dakle, vrijedi p, () = zp (z), ¢ (0) # 0, gdje je ¢ = ug. Nadalje,
vrijedi i obrat ove tvrdnje tj. ovaj uvjet je ekvivalentan O-poluprostoci od A.
Ako je A = 04 B 0-poluprosti operator onda se operator A—Y = 0+B~! zove
poluinverz od A. O-poluprosti operatori su poopéenje regularnih operatora
i mnoga njihova svojstva su slicna svojstvima regularnih.
(2) Svaki poluprosti operator je O-poluprost. Obrat ne vrijedi.
(3) Ako je A nilpotentan i A # 0 onda A nije O-poluprost.
(4) Neka je A € L (X) singularan operator, A # 0. Tada su sljedeée tvrdnje
ekvivalentne:

(a) A je O-poluprost. (b) ker ANim A = {0}

(c) imA =1im A%, (d) ker A = ker A2

(e) ReszRa (2) = 0. (f) pa (2) = 2 (2), ¢ (0) # 0

(g) Postoji jedinstven operator B € L (X), koji komutira s A, takav da
je ABA= A, BAB = B.

Ovaj B je ustvari poluinverz od A. Svojstvo (g) moze sluziti kao ekviva-
lentna definicija poluinverza.
(5) Neka je X = {f € K[z];0f < n}, a,b € Ki A € L(X) operator
definiran sa Af (x) = f (ax +b) . Tada je A poluprost za a # 1 i unipotentan
za a = 1.
(6) Akosu A,B € L(X)i AB = BA onda postoji C' € L (X) takav da je

{A,B}” C {C}/l

(7) Nekaje Ae L(X)iad(A) € L(L (X)), ad(A) B = [A, B]. Tada vrijedi:
(a) Ako je A poluprost onda je ad (A) poluprost.
(b) Ako je A nilpotentan onda je ad (A) nilpotentan.
(c¢) Ako je A= P+ N Jordanov rastav onda je ad (A) = ad (P) +ad (N)
Jordanov rastav.
(d) o(ad(A)) = 0(A) —0(A) = {A = ;A p € a(A)}.
(8) Neka je A € L(X) i A* dualni operator. Tada vrijedi:
(a) A je poluprost ako i samo ako je A* poluprost.
(b) A je nilpotentan ako i samo ako je A* nilpotentan.
(¢) A = P+ N je Jordanov rastav ako i samo ako je A* = P* + N*
Jordanov rastav.
(9) Neka je 0 : F[A] — L(X),6(f) = f(A). Tada je imé = {4} izomorfna
sa F[A]/kerd i kerd = u,F[A] je ideal u F[A].
(10) Neka su A, B € L (X). Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
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(a) {A} = {B}'
(b) {A}" = {B}"
(c) A= f(B), B=g(A), zaneke f,g € K[z]
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Poglavlje 3

Normirani prostori

Vektorski prostori koje razmatramo u ovom poglavlju su kona¢no dimezi-
onalni, osim ako nije receno druk¢cije.

PROPOZICIJA 3.1 Neka je X vektorski prostor nad K. Tada je X** =
(X™*)* kanonski izomorfam sa X pa identificiramo ova dva prostora.

Dokaz Za x € X definiramo & € (X*)* sa (f) = f(z), f € X*. Lako se
provijeri da je x — 2 izomorfizam izmedu X i X™**.

Buduc¢i da ovaj izomorfizam ne zavisi od baze, zovemo ga kanonski iz-
omorfizam i piSemo xr = 7. =

PROPOZICIJA 3.2 Neka je (X,v) normirani vektorski prostor nad K.

Tada je formulom

() = sup [f(@)] = sup LN p e xo
v(z)=1 x#0 V(l')

definirana norma v* na X* 1 zovemo je dualna norma. Za nju vrijeds

[f(2)] < v(z)v*(f)
i vt =) =

Dokaz Aksiomi norme za v* se provjere neposredno. Pisemo (X,v)* =
(X*,v*) i ovaj normirani prostor zovemo dualni prostor od (X, v). Buduéi

da je v*(f) > |’;Ei§|, x e X, x#0, f e X* dobijemo trazenu nejednakost.
Ona je poopcenje Cauchy-Schwarzove nejednakosti. Zamijetimo da je v*(f)
jednak infimumu svih o > 0 za koje vrijedi |f(z)| < av(z), z € X. Na slican
nac¢in je v(x) jednak infimumu svih 5 > 0 za koje vrijedi |f(x)| < Bv*(f),

f € X*. Iz ovih svojstava slijedi v** = v. Specijalno vrijedi nejednakost

f(@) = fyl <v(flv(z—y). m
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NAPOMENA 3.3 Akoje (X, v) beskona¢no dimenzionalan normirani pros-
tori f : X — K linearni funkcional, onda f ne mora biti neprekidan. Naime,
moze se dogoditi da je

sup | f(z)] = oo

v(z)=1
i tada je ovaj f prekidan. Sa X* oznacavamo vektorski prostor svih ne-
prekidnih funkcionala. Za f € X* je ovaj supremum konacan pa se na X*
uvodi dualna norma v* kao u prethodnoj propoziciji. Moze se pokazati da
je tada (X*,v*) Banachov prostor, bez obzira je li (X,v) Banachov ili ne.
Nadalje, X C X** i ova dva prostora ne moraju biti jednaka. Ako je ipak
X = X* onda kazemo da je X refleksivan Banachov prostor. Naravno,
svaki kona¢no dimenzionalni Banachov prostor je refleksivan po prethodne
dvije propozicije.

PRIMJERI 3.4 Na vektorskom prostoru K [z] uvodimo normu

Il = max [ f(x)
Tada je (K[z],||-]]) normirani beskona¢no dimenzionalni prostor. Nadalje,

ako je a € K, |a] > 116, : K[z] = K, 6,(f) = f(a), onda je ¢, prekidan
funkcional na K [z]| zbog

sup [0a(f)] = oo
I/1=1

Naime, ako je f,(x) = 2™, n > 1, ondaje || f.|| =11

sup |0a(f) = |0a(fu)| = [a]™ — o0
I£1=1

PROPOZICIJA 3.5 Neka je (X, v) normirani prostor. Tada je formulom

vt(A) = sup v(Az) = sup v(Az)

v(z)=1 x#0 V(l') ,

Ae L(X)
dana norma na L(X) i zovemo ja inducirana norma na L(X). Za svaki
re X iAe L(X) vrijedi

v(Az) < vt(A)v(zx)

Dokaz Aksiomi norme za v se provjere neposredno. Gornja nejednakost
slijedi iz v (A) > v(Ax)/v(z), x # 0. Specijalno je

v(Az — Ay) < v (Av(z —y), z,y € X, Ae L(X)

pa je A uniformno neprekidna funkcija na X. m
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NAPOMENA 3.6 Ako je (X, v) beskonacno dimenzionalan normirani pros-
tori A: X — X linearni operator onda A ne mora biti neprekidan. Naime,
moze se dogoditi da je
sup v(Az) = o0

v(z)=1
pa je tada A prekidan. Ako je ovaj supremum konacan onda je A neprekidan
na X. Skup svih neprekidnih operatora A : X — X oznac¢avamo sa L(X) i na
L(X) uvodimo normu vt kao u prethodnoj propoziciji pa je tada (L(X), ™)
normirani prostor.

KOROLAR 3.7 Inducirana norma ima sljedeéa svojstva:
(1) v (AB) < vt (A)v*(B), A, B € L(X)
2)vt(I)=1

Dokaz (1) v (AB) = supv(ABz) < supvt(A)v(Bzx) = v (A)vT(B), dok
je (2) evidentan. m

DEFINICIJA 3.8 Neka je X algebra nad K i v norma na X. KaZemo da
je (X,v) normirana algebra ako vrijedi:

(1) v(zy) <v(@)r(y), =,y € X

(2) v(e) =1, ako X ima jedinicu e
Kazemo da je (X,v) Banachova algebra ako je X jos i potpun prostor.

PRIMJERI 3.9

(1) Neka je (X, v) normiran prostor nad K. Tada je (L(X), ") Banachova
algebra.
(2) Neka je v norma na K" i

vt(A) = max v(Az), A € gl,(K)

v(z)=1

inducirana norma na gl,,(K). Tada je (gl,(K),»") Banachova algebra.

(3) (K[z],]|"]|) iz 3.4 je normirana algebra, ali nije Banachova algebra.

(4) Neka je (X,v) Banachov prostor proizvoljne dimenzije i L(X) algebra
svih neprekidnih operatora na X. Tada je L(X) s induciranom normom v+
Banachova algebra.

(5) (C(K),|||) iz 1.19, (8) je Banachova algebra.

(6) Ako su (X,vq) i (Y,vs) normirani prostori onda je L(X,Y) takoder
normirani prostor s normom

v(A) = sup vo(Ax) = sup va(A2)

V1 (z)=1 220 V1(2)
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PROPOZICIJA 3.10 Neka su (X;,v;), i = 1,...,n, normirani prostori.
Tada je formulom

HQOH = Sup ‘90(3317 ce 7xn)‘ = sup ‘@(331, _ ,l‘n)‘
vi(z;)=1 x; 70 V(gjl) e V(len)

dana norma na L(Xq, ..., X,,K) i vrijedi
o, o) < lell va(an) - - vn(n)
za svaki x; € X;, p € L(Xq,..., X,,K).
Dokaz Analogan je dokazu od 3.2 3.5. =
KOROLAR 3.11 Neka je (X, (.|.)) euklidski prostor. Tada je formulom

A
JAll = sup [ Az = sup 122
|z)|=1 220 |||

dana norma na L(X) i zovemo je spektralna norma na L(X). Ovdje je
|z|| = (z|2)2, 2 € X, norma na X generirana skalarnim produktom.

Dokaz Slijedi iz 3.5. m

PROPOZICIJA 3.12 (Holderova nejednakost)
Neka je p € [1,00] i |||, norma na K" iz 1.19, (6). Tada vrijedi

(1) [lel; = o, @ € K7 N -

2) |(zly)] < 1=llpllyllg, .y € K™, gdje je ¢ € [1,00], definiran uvjetom
1/p+1/q = 1. Ovu nejednakost zovemo Holderova nejednakost.

Dokaz (1) Neka je p € (1,00) i

2]l = max |(zly)], = € K
Iyll, =1

Da bismo nasli ovaj maksimum definiramo
F:K"— K, F(y) = |(ly)]* + Ayl

pa je on jednak vezanom ekstremu od F' uz uvjet ||y||, = 1. Ekstrem od F' se
dostize u onim tockama za koje vrijedi F'(y) = 01 ||y||, = 1, iz ¢ega dobijemo
|(z]y)| = ||z||l4, 1/p+1/q = 1, za svaku ekstremnu tocku y, pa je time tvrdnja
dokazana. Ako je p = 11ili p = oo onda u gornjem slucaju uzmemo limes kad
p — 1ili p — o0. Iz (1) dobijemo

*

* — max |(zly)] = max |(x]y)] > [(x]y)]
lyll, =1 v#0 |yl Y]]y

iz, cega slijedi (2). m
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DEFINICIJA 3.13 Neka je (X,v) normirani prostor i X1, Xy C X ne-
prazni podskupovi. Tada se broj

d(Xl,XQ) = inf{V(l‘l — 332);331 - Xl, Ty € XQ}

zove udaljenost od X, do X5. FEvidentno je d( Xy, X2) > 0 i d(Xy, Xs) =
d(Xs, X1).

PROPOZICIJA 3.14 Neka je (X,v) normirani prostor, f € X* f # 0,
aceKill ={z € X; f(z) = a} hiperravnina u X.Tada vrijedi

[f(a) — o
()

Dokaz (1°) Neka je a =01« =1. Tada je

d(a,IT) = acX

. . z) _ . . |f(@) 1
S A . TAGERT
Uzmimo zg € X, xg # 0, takav da je f(xg) = v*(f)v(zo). Ovakav xy pos-
toji. Naime, supremum u Propoziciji 3.2 se dostize u nekoj tocki zy zbog
kompaktnosti jedini¢ne sfere {x € X;v(z) = 1}. Sada je o € U pa
imamo

0.1 = infv(e) < Vo) = v*1f>

(2°) Dokazimo sada op¢i slucaj. Ako je a € II onda je d(a,II) = 0 pa je
tvrdnja trivijalna. Zato uzmimo a ¢ II tj. f(a) # « pa imamo d(a,Il) =
d(0,11 —a), gdje je I —a = {z —a;z € I} = {y € X; f(y) = o — f(a)}.
Sada po (1°) dobijemo

1L |fla) —qf

d(a,Il) = =

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

KOROLAR 3.15 Neka je (X,v) normirani prostor, v € X, v # 0, a € K
i [l ={f € X*; f(x) = a} hiperravnina u X*. Tada vrijedi

d(g, H) _ ‘g(i)(x_) O“) g€ X

Dokaz Primijenimo prethodnu propoziciju na (X*,v*). m

PRIMJERI 3.16
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(1) Neka jea € K", a # 0, « € Kill = {z € K" (z]a) = «}. Tada je
udaljenost d,(b,II) u normi || - ||, dana sa

|(bla) —

lallq

dy(b, IT) = , 1/p+1/g=1, be K"
(2) Neka je Ap € ¢l,(K), Ag #0, a e Kill = {A € gl,(K); (A4|4y) = a}.

Tada je
(Bl A) — o

(AglAo)'/2
(3) Vrijedi formula d(4, si,(K)) = = [tr A, A € gl,(K)

d(B,TI) = B € gl,(K)

3.1 Kontrakcije i izometrije

DEFINICIJA 3.17 Neka je X wvektorski prostor nad K i A € L(X). Tada
se broj p(A) = max |\| zove spektralni radius od A.

A€o (A)
PROPOZICIJA 3.18 Spektralni radius tma sljedeca svojstva:
(1) p(aA) = || p(A), a € K, A € L(X)

Ako je det A # 0 onda je p(A) > 0. Obrat ne vrijedi.
p(A) = p(A.), za svaku bazu e u X

Ako je A= P+ N Jordanov rastav onda je p(A) = p(P).

) Ako je A poluprost onda je p(A) = 0 ako i samo ako A = 0.

Dokaz Tvrdnja slijedi iz elementarnih svojstava spektra. m

LEMA 3.19 Neka je (X,v) normirani prostor nad K i A € L(X). Tada
niz (v (AF)VY*) konvergira u R i vrijedi

khm V+(Ak:)1/k: _ Hkl:f V—F(Ak:)l/k:
Dokaz Neka je p = infv*(A%)V/%. Tada za dani ¢ > 0 postoji m € N
takav da je vt (A™)Y™ < p + ¢. Dijeljenjem broja k& € N sa m dobijemo
k=pem+q, 0 < g <m—1,k>m,pajel =pm/k—+ q/k sto povlaci
pem/k — 1, k — oo. Dakle, v (A*) = v (APsmTa) < pH(A™)PryT(A) <
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(p 4 &)P™ut(A)%, pa dobijemo v+ (AR)YE < (p 4 e)Prm/kyt(A)w/k — pt e,
k — oo, §to znaéi limsup v (AF)V/F < p + e. Sada zbog proizvoljnosti od
e imamo limsup v+ (AF)V* < p = inf v+ (AF)Y* < liminf v+ (AF)VE iz cega
slijedi tvrdnja. m

TEOREM 3.20 (Formula spektralnog radiusa)
Neka je (X, v) normirani prostor nad K i A € L(X). Tada vrijedi formula
spektralnog radiusa p(A) = lim v+ (AF)VF,

Dokaz Mozemo smatrati da je K = C, inace gledamo X, i A. buduéi da
je p(A) = p(A.). Ako je > Ax(z — a)* red potencija s operatorskim koefi-
cijentima onda se broj R definiran sa 1/R = limsup v+ (AF)Y/* zove radius
konvergencije ovog reda potencija. Kako su sve norme na X ekvivalentne,
ovaj R ne zavisi od norme, tj. dobijemo isti R ako v+ zamijenimo bilo kojom
normom na L(X). Razvoj rezolvente R4(z) = (21 — A)~! oko oo je dan sa
Ra(z) = Y. o= A* i ovaj red konvergira izvan diska {z € C;|z| < p(A)} pa
je njegov radius konvergencije jednak p(A). S druge strane, radius konver-
gencije ovog reda je dan sa

R = limsup v (AM)YF = lim v (A*)1/*
pa dobijemo formulu spektralnog radiusa. m
KOROLAR 3.21 Spektralni radius zadovoljava nejednakost
0<p(A) <vt(A), Ae L(X)
Dokaz 0 < p(A) = lim v+ (AF)VE < lim(v(A)F)VF = v+ (A). m

DEFINICIJA 3.22 Neka je (X, v) normiran prostor i A € L(X).
(1) KaZemo da je A kontrakcija ako vrijedi v (A) < 1.
(2) Kazemo da je A stroga kontrakcija ako vrijedi v*(A) < 1.
(3) Kazemo da je A izometrija ako vrijedi v(Azx) = v(x), v € X.

PROPOZICIJA 3.23 Neka je A € L(X). Tada na X postoji norma v
takva da je A kontrakcija ako i samo ako je skup {A¥;k € Ny} ogranicen.

Dokaz Ogranic¢enost nekog skupa iz X ili L(X) ne zavisi od norme, bududi
da su sve norme ekvivalentne.
(1°) Neka je v norma na X takva da je A kontrakcija. Tada je

vH(AR) < vt (AP <1, keN
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pa je skup {A*: k € Ny} ogranicen.
(2°) Neka je {A*; k € Ny} ogranicen. Definiramo normu v na X sa

v(x) = sup v1(A¥z)
k>0

gdje je vy bilo koja norma na X. Tada je

v(Az) = sup vy (A" ) = sup vy (AF2) < suprvy(AFz) = v(2)
k>0 k>1 k>0

pa je vT(A) <1, tj. A je kontrakcija. m

PROPOZICIJA 3.24 Neka je A € L(X). Tada na X postoji norma v
takva da je A stroga kontrakcija ako i samo ako A¥ — 0, k — oo.

Dokaz (1°) Neka je v norma na X takva da je A stroga kontrakcija. Tada
je vT(A) <1 pajevt(A*) <vt(A)F — 0, k — oo, tj. A¥ — 0, k — oo.
(2°) Neka A*¥ — 0, k — oo. Definiramo normu v na X sa

v(z) =3 vi(A'x)

k>0

gdje je vy bilo koja norma na X. Tada je

v(Az) = Y v1(A%) < S vi(AFz) = v(2),  #0

k>1 k>0
pajervt(A)<1. m

KOROLAR 3.25 Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(1) A je stroga kontrakcija u nekoj normi v na X
(2) A¥ — 0
(3) p(4) <1

Dokaz (1)< (2): po prethodnoj propoziciji. (1)=-(3): slijedi iz v*(A4) < 1.
(3)=(2): akoje p(A) < 1i X € o(A) onda iz Ar = Az slijedi A*z = A"z — 0,
za svaki svojstveni vektor x od A, iz ¢ega slijedi A¥ — 0, buduéi da je A
poluprost. m

PROPOZICIJA 3.26 Neka je A € L(X). Tada na X postoji norma v
takva da je A 1zometrija ako i samo ako je A reqularan operator i skup
{A¥: k € Z} ogranicen.
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Dokaz (1°) Ako je A izometrija u normi v onda je v(Azx) = v(x), x € X, pa
je A regularan i v7(A) = 1. Nadalje, v(A*z) = v(z), z € X, k € Z, pa je
vH(A*) =1, k e Z.
(2°) Neka je A regularan i skup {A*; k € Z} ograni¢en. Definiramo normu v
na X formulom
v(z) = supv(AFz)
keZ

gdje je vy bilo koja norma na X. Tada je

v(Az) = supvy (A" 2) = sup vy (AFz) = v(z)
kezZ keZ

pa je A izometrija. m

KOROLAR 3.27 (1) Ako je A kontrakcija u nekoj normi v na X, onda je
p(A) < 1. Obrat ne vrijedi.

(2) Ako je A izometrija u nekoj normi v na X onda je p(A) = 1. Obrat
ne vrijeds.

(3) Ako je A izometrija u nekoj normi v na X onda je A poluprost ope-
rator i spektar od A je sadrzan u {z € C;|z| = 1}.

(4) Ako je A stroga kontrakcija u nekoj normiv na X onda je A poluprost.

Dokaz Kontraprimjer za obrat u (1) i (2) je A = I+ B, gdje je B nilpotenten
operator indeksa 2. Tada je A* = I+ kB, k€ Z, p(A) =1i A¥ — 00, k € Z.
(3) i (4) Slijede iz svojstava Jordanove matrice od A. Nadalje, iz ograni¢enosti
skupa {A*; k € Z} slijedi ogranicenost skupa {|A|¥; X\ € o(A),k € Z} pa je
og(A) c{z€Clz]=1}. =

KOROLAR 3.28 (1) Sve izometrije od (X,v) ¢ine grupu.
(2) Sve kontrakcije od (X,v) ¢ine polugrupu.

DEFINICIJA 3.29 Neka je v norma na L(X).

(1) Kazemo da v ¢uva mnoZenje ako vrijedi v(AB) < v(A)v(B).

(2) Kazemo da v ¢uva jedinicu ako vrijedi v(I) = 1.

(3) Kazemo da je v operatorska norma na L(X) ako ona ¢uva mnoZenje
i jedinicu, tj. ako je (L(X),v) Banachova algebra.

PROPOZICIJA 3.30 (1) Ako v ¢uva mnoZenje onda je v(I) > 1.
(2) Ako v ¢uva mnozZengje onda je p(A) <v(A), A€ L(X).
(3) Inducirana norma je operatorska.
(4) Spektralna norma je operatorska.
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Dokaz (1) Stavimo A = B = [ u relaciji v(AB) < v(A)v(B).

(2) p(A) = lim v(AF)Y* < lim(v(A)F)YF = v(A). (3) i (4) slijede iz 3.7.
Moze se pokazati da postoje operatorske norme na L(X) koje nisu inducirane
nikakvom normom na X tj. obrat u (3) ne vrijedi. m

PRIMJERI 3.31

(1) Standardna euklidska norma na gl,,(K) ¢uva mnozenje, ali ne ¢uva jedi-
nicu.
(2) Neka je (X, ) normiran prostor i A € L(X) regularan operator. Tada
je A izometrija ako i samo ako v (A) =vH(A™) = 1.
(3) Ako A, B € L(X) komutiraju onda je

(a) p(AB) < p(A)p(B)

(b) p(A+ B) < p(A) + p(B)

Ako A i B ne komutiraju, onda tvrdnje ne vrijede.
(4) Neka su p,q € [1,00], p < ¢q. Tada za || - ||, na K" vrijedi

lzllg < llally, < 0P 2]ly, = € K"

3.2 Unitarni prostori

DEFINICIJA 3.32 Neka je (X,(.|.)) unitaran nad K ¢ x1,..., 2, € X.

Tada se matrica G(xy, ..., x) = [(zi|z;)] € glk(K) zove Gramova matrica
od x1,...,Tk, a njezina determinanta I'(xy,...,z) = det G(xq,...,xx) se
zove Gramova determinanta od x4, ..., xy.

TEOREM 3.33 (Gram-Schmidt)
Neka je X unitaran i x4,...,z, € X. Tada su x1,...,x, linearno nezavisni
ako i samo ako je I'(xq,...,z,) > 0.

Dokaz Neka je ayz1+- - -+ a2, = 0. Ako ovo pomnozimo skalarno zdesna sa

xy, dobijemo o (z1|zk)+- - -+ an (T, |r) =0,k = 1,..., n, $to se moze zapisati
u obliku G(z1,...,2;)"a = 0, a € K", pa zakljutujemo da su zy,...,x,
nezavisni ako i samo ako I'(zq,...,x,) # 0.

Sada primjenjujemo tzv. Gram-Schmidtov postupak ortogonaliza-
cije iz kojeg specijalno slijedi nasa tvrdnja. Neka su zq,...,z, € X linearno
nezavisni. Definiramo y1,...,y, € X induktivno sa: y; = x1,

G(l‘l,...,ﬂﬁk_l) I
Yr = , k>2

(zx|z1) - (2p|TRe1) 2
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pri ¢emu se ova determinanta razvija po zadnjem stupcu. Dakle, vrijedi
Yo = Q11 + -+ ap @1 + D(Ty, 0 )T

za neke skalare o; € K. Bududi da je I'(zy,...,2%) # 0, &k = 1,....,n,
zakljucujemo da je Koy +-- -+ Koy = Kyy +-- -+ Ky, £ =1,...,n. S druge
strane je

G(x1,...,25-1)  (21]7p)
(yk|xp): 7p:177n
(zrloe) -+ (zrlzr-1)  (zilzy)

pa dobijemo (yx|z,) = 0, p < k, 1 (yk|lxr) = I(x1,...,2) Sto znadi da su
vektori 41, ..., ¥y, ortogonalni. Nadalje

(Yelyr) = U@y, .o xp1) (plye) = T, - o) D2y, -0 ).

Za k=1je (1) = (w1]z1) > 0. Za k =2 je (y2]y2) = ['(x1)l' (21, 22) > 0 pa
je I'(x1, z9) > 0. Sada iteracijom slijedi I'(z1,...,2,) > 0. =

KOROLAR 3.34 Neka je X unitaran. Tada vrijedi:
(1) Ako su x1,...,x, € X linearno nezavisni onda postoje ortonormirani
vektort eq, . ..,e, € X takvi da je

Kri+ -+ Koy =Key+---4+Kep, k=1,...,n

(2) Prostor X ima ortonormiranu bazu.
3) |(z|y)|* < (z]x)(yly) (Cauchy-Schwarzova nejednakost).

Dokaz (1) Nekasuyy, ..., y, vektori dobiveniiz 1, .. ., x,, Gram-Schmidtovim
postupkom ortogonalizacije kao u prethodnom teoremu i ex = yi/ ||yl ,
k = 1,...,n. Tada su eq,...,e, ortonormirani i imaju trazeno svojstvo.
Tvrdnja (2) slijedi iz (1), dok je (3) drugi zapis nejednakosti I'(z,y) > 0.
Ova nejednakost je specijalni slucaj Holderove nejednakosti. m

TEOREM 3.35 (O reprezentaciji funkcionala)

Neka je (X, (.].)) euklidski nad K i f € X*. Tada postoji jedinstven a € X
takav da je f(x) = (x|a), x € X. Nadalje, ||f|| = ||a|| i preslikavanje J :
X* — X, Jf = a, je linearni operator za K = R 4 antilinearni operator za

K=_C.
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Dokaz Dokazimo prvo jedinstvenost od a. Ako je f(z) = (z|a) i f(z) =
(x]b), x € X, onda je (x|a — b) = 0 za svaki x € X pa za x = a — b dobijemo
|la —b|]| =0 tj. a=0.

Dokazimo sada egzistenciju od a. Neka je e = {ey, ..., e,} ortonormirana
baza od X. Tada za x = x1€ + -+ + zpe, € X imamo f(x) = 21 f(e1) +

-+ x,f(e,) pa definiramo a € X sa a = f(ey)er + -+ + f(en)en. Sada je
(z]a) = z1f(er) + -+ znf(en) = f(z). Nadalje,

LFII = Sup [f(z)] = sup |(z|a)] = \(ﬁIa)I = [l

zl|=1 [J]|=1

Bududi da je
Jf=a= fler)er+ -+ flen)en

posljednja tvrdnja je evidentna. m
Koristeéi ovaj teorem identificiramo X* i X tj. smatramo X* = X. Na
taj nacin je J : X — X linearan za K = R i konjugiranje za K = C.

DEFINICIJA 3.36 Neka je X euklidski nad C i J = ¢ 'y, konjugiranje
na X. KaZemo da je J normalno konjugiranje ako je e ortonormirana
baza.

PROPOZICIJA 3.37 Neka je X euklidski nad C i J normalno konjugira-
nje na X. Tada vrijedi:

(1) (z,y) — (z|Jy) je bilinearni funkcional na X.

(2) (z|Jy) = (y|Jz), 2,y € X

(3) (Ja|Jy) = (ylz), z,y € X

Dokaz (1) je evidentno. (2) Neka je e ortonormirana baza i J = ¢_!Jyp, .
Ako je x = x161 + - - - + xpe, onda je Jr =Ti1e1 + - - - + Tpe,, paje

(@|Jy) = @iy = D yiwi = (y|Jz)
(3) Ako u (2) stavimo Jx umjesto z dobijemo (Jz|Jy) = (y|J?z) = (y|z). =

NAPOMENA 3.38 Neka je X euklidski nad CiJ = ¢_!Jyp, konjugiranje
na X. Tada tvrdnja (1) iz prethodne propozicije vrijedi i za ovaj J, ali (2)
i (3) ne vrijede. Moze se pokazati da sva konjugiranja na X ¢ine glatku
plohu u L%(X) dimenzije n?, n = dim X, dok sva normalna konjugiranja
¢ine glatku plohu dimenzije (”H). Za n = 1 je svako konjugiranje normalno.

2
Svako konjugiranje J : C — C ima oblik Jz = oz, |a| = 1. Vidi Pog. 5.
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PROPOZICIJA 3.39 Neka je X euklidski nad K i A € L(X). Tada postoji
jedinstven A* € L(X) takav da je (Azly) = (z|A%y), x,y € X. Nadalje,
preslikavanje A — A* ima svojstva:

(1) (A7) = A

(2) (A+ B)*= A"+ B*

(3) (AB)* = B*A*

(4) (aA)* =aA*
Dokaz Preslikavanje x +— (Ax|y) je linearni funkcional na X za svaki y € X
pa po teoremu o reprezentaciji funkcionala postoji jedinstven a € X da je
(Az|y) = (z|a). Definiramo preslikavanje A* : X — X, A*(y) = a. Lako se
provjeri da je A* € L(X). Jedinstvenost od A* slijedi iz evidentne ekviva-
lencije: (Azly) = 0, z,y € X ako i samo ako A = 0. Svojstva (1),..,(4) se
provjere neposredno. m

PROPOZICIJA 3.40 Neka je X euklidski nad K. Tada je L(X) takoder
euklidski nad K sa skalarnim produktom (A|B) = tr AB*, A,B € L(X).
Norma || All; = (A|A)Y? se zove standardna euklidska norma na L(X).

Dokaz Aksiomi skalarnog produkta se provjere neposredno. m

DEFINICIJA 3.41 Neka je X euklidski nad K ¢ A € L(X). Operator A*
12 Propozicije 3.39 se zove adjungirant operator od A, a preslikavanje
A A* se zove adjungirange ili involucija na L(X).

Za operatore iz L(X) uvodmo istu terminologiju kao i za matrice

w Definicigi 1.21, posebno za R 1 za C, tako uvijek pisemo A* bez obzira
je li K =R il C.

Zamijetimo da je A — A* antiautomorfizam reda 2 od L(X) za K=R
i antilinearni antiautomorfizam reda 2 za K = C. Istom oznakom A* smo
oznacili dva razlicita objekta: adjungirani operator i dualni operator, ali je
iz konteksta uvijek jasno o ¢emu se radi.

Zamijetimo takoder da je u slucaju K = C involucija normalno konju-
giranje na L(X), pri ¢emu *-realni podprostor od L(X) ¢ne svi hermitski
operatori, §to znac¢i da se svaki A € L(X) moze napisati, na jedinstven nacin,
u obliku A = A; + iAs, gdje su A; i As hermitski i

A= HA+A), Ay = L(A- A

Operator A je normalan ako i samo ako je A1Ay = AxA;.

Ako je e ortonormirana baza u X onda vrijedi formula (A*). = (A.)
i nju mozemo koristiti za definiciju od A*. Zanimljivo je da ova formula
vrijedi za bazu e = (ey,...,e,) ako i samo ako postoji a > 0 takav da je
ae = (aeq, ..., ae,) ortonormirana baza u X.

*
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PROPOZICIJA 3.42 Neka je (X, (.|.)) euklidski nad K i (.|.)4 novi ska-
larni produkt na X. Tada postoji jedinstven reqularan hermitski operator
G € L(X) takav da je (zly), = (Gzly), =,y € X.

Dokaz Neka je e = (eq, ..., e,) ortonormirana baza u (.|.), v = (uq,...,uy,)
ortonormirana baza u (.|.)x 1 T = ¢_ ¢, operator prijelaza iz baze u u bazu
e. Akosuzx,y € X, x=> zu;, y=> yu; onda je

(Tz|Ty) = Qo xiTwl| Y yTuy) = (O] wied] D yje;)
= Y.y wyjlele;) =Y v = (z|y)4

Dakle, G = T*T je regularan hermitski operator i vrijedi
(z]y)y = (Tx[Ty) = (T"Tzly) = (Gz|y)
dok je jedinstvenost od G evidentna. m

KOROLAR 3.43 U wvjetima prethodne propozicije oznacimo sa A — A#
adjungiranje u (.|.)y. Tada vrijedi:

(1) A% = G71A*G, A € L(X)

2)GF=G*=G

Dokaz (1) Po prethodnoj propoziciji je (Az|y)x = (GAz|y), za sve vektore
r,y € XiAe L(X), paje

(GAzly) = (x| A7y)s = (Gz|ATy) = ((A7)*Gzly)

Sto znaci GA = (A%)*G tj. A*G = GA* odnosno A% = G71A*G.
(2) Stavimo A=G u (1). m

PROPOZICIJA 3.44 Neka je A € L(X) poluprost operator. Tada na X
postoji skalarni produkt (.|.)x takav da je A mormalan u ovom skalarnom
produktu.

Dokaz Neka je e = (e, ..., e,) bazau X takva da je A, dijagonalna matrica.
Ako suz,y € X, z = > wie;, y = > y;e;, onda definiramo skalarni produkt
na X sa (2|y)g = (©.(2)|e.(y)) = > x;7;. Tada je e ortonormirana baza u
ovam skalarnom produktu i A, je normalna matrica. m

PROPOZICIJA 3.45 Neka je X unitaran i A € L(X) poluprost. Tada je
A slican normalnom operatoru.
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Dokaz Po prethodnoj propoziciji na X postoji skalarni produkt (.|.)x u
kojem je A normalan, tj. AA¥ = A# A a po Propoziciji 3.42 vrijedi (z|y)x =
(Gzly), x,y € X, gdje je G = T*T i T operator prijelaza. Sada za operatore
H=G"Y?iB=HAH"" vrijedi

B*B=HA*AH ' = HAA*H ' = BB*
Sto znaci da je A slican normalnom operatoru B. m

DEFINICIJA 3.46 Neka su (X,vq) i (Y, vs) normirani prostori nad K.
(1) Kazemo da je A € L(X,Y) izometrija ako vrijedi vo(Ax) = v1(x),
za svaki v € X,
(2) Kazemo da su (X,v1) i (Y,vq) tzomorfni ako postoji A € L(X,Y)
koji je 1zometrija © bijekcija.

DEFINICIJA 3.47 Neka su (X, (.].)1) i (Y, (.].)2) unutarni nad K.

(1) Kazemo da je A € L(X,Y) unitaran ako vrijedi (Ax|Ay)s = (x|y)1,
za svaki x,y € X.

(2) Kazemo da su (X, (.].)1) i (Y,(.].)2) tzomorfni ako postoji A €
L(X,Y) koji je unitaran i bijekcija.

PROPOZICIJA 3.48 Neka su (X, (.].)1) i (Y, (.|.)2) unitarni prostori nad
K. Tada su oni izomorfni ako © samo ako dim X = dim Y. Analogna tvrdnja
za mormairane prostore na vrijedu.

Dokaz Neka je dim X = dimY, e = (ey,...,e,) ortonormirana baza u X, i
u = (uy,...,u,)ortonormirana bazau Y. Akojex € X iz = z1e1+- - -+x,e,
onda definiramo A : X — Y sa Ax = zju; + - - - + x,u,. Tada je A linearan i
regularan i vrijedi (Ax|Ay)s = > x;9; = (z|y)1, z,y € X. Obrat je trivijalan.
Za normirane prostore tvrdnja ne vrijedi sto se vidi iz primjera: (K", || - ||,)
i (K™, | - |l;) nisu izomorfni za p # ¢, iako im je dimenzija jednaka. m

PRIMJERI 3.49

(1) Neka je X euklidski nad K, dim X =n, ebazau X i G = G(ey,...,e,) €
gl (K) Gramova matrica. Tada vrijedi:
(a) (zly) = (GTe ()lp.(y)), v,y € X
(b) ¢ (Ax) = Acp.(x), x € X, A€ L(X)

\—1 * T
(¢) (A%)e = (G7) " (Ae)"GT, A € L(X)
(d) Baza e je ortonormirana ako i samo ako je G = I i u tom slucaju je
(A%)e = (Ae)", A € L(X).
(e) Formula (A*), = (Ae)* vrijedi za svaki operator A € L(X) ako i samo
ako je G = I, za neki 3 > 0.
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(2) Neka je 0 > 0i
dp(x) = = exp(—55 )da

Definiramo skalarni produkt na R[z] formulom

(flg) = [ f(=) ()

Tada je (R[x], (.|.)) unitaran prostor i nije Hilbertov buduéi da nije potpun.
(3) Neka je u, € Rlz], u,(z) = 2™, n € Ny. Tada u unitarnom prostoru
(Rlz], (.].)) iz (2) vrijedi:
(a) ug, u1, . .., u, su nezavisni za svaki n € N.
( ) (u2k:|u2n—|—1) - 07 k)” € NO
(¢) (uplun) = (2n — D1 02" n € Ny
(4) Neka je
Hy(z) = [(z + iy)"dp(y)
Tada se H,, zove n-ti Hermiteov polinom s parametrom o > 0 i za njega
vrijedi
[n/2]
Hy(z) = 37 (5) (=1)"(2k — DI o*am =2

k=0

Nadalje, takoder vrijedi:

(a) (H,|Hr) =0,k #mn

(b) (H,|H,) =nlo?™ n e Ny

(¢) Vrijedi formula

exp(tz — 3t°0%) = 3 LH,(z), t,z €R
n>0

i ovu funkciju zovemo generatrisa Hermiteovih polinoma.
(5) C[z] je unitaran prostor sa skalarnim produktom

(flg) = [[c F(2)g(2) exp(—|2[*)dady, z =z + iy

Ako je e, € Clz], en(2) = 2", n € NO onda vrijedi:

(a) (€n|€m) =0,n 7é m

(b) (enlen) = mn!, n € Ny
(6) Neka je X unitarani A € L(X). Tada je grupa {exptA;t € R} ogranicena
u L(X) ako i samo ako je A slican antihermitskom operatoru. Ovu grupu
zovemo jednoparametarska grupa u L(X).

TEOREM 3.50 Neka je X unitaran i A € L(X). Tada za spektralnu normu
vrijede sljedece tvrdnje:

(1) 4] = o |(Acly)
(2) Ako je A* = A onda je ||A|| = max |(Az|z)]

[zll=1
(3) ||A*A|| = ||A||> (C*-svojstvo spektralne norme).
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Dokaz (1) Imamo

piex_ [Arly)f < max [lAz] iyl = max Az = [l4]
1 slicno
s | (Azly)| > max|(Azl 2| = o || Az = |14
el =llyli=1 =1 Az " Jzl=1
(2) Neka je
|(Az|z)|

w(A) = max |(Azx|r)| = max

(4) = s [(Aafo)] = g T

Tada je |(Az|z)| < w(A)]|z]|*, pa slicno kao u (1) imamo w(A) < | A]l.
Dokazimo obratnu nejednakost. Vrijedi identiteta

4Re(Azly) = (Alz +y)|z +y) — (Alz — y)|z — y)
iz koje slijedi
4Re|(Azly)| < w(A) |z +ylI* +w(A) |z — ylI* = 2w(A)(||=]]* + |lylI*)

pa za ||z|| = ||y|| = 1 dobijemo |Re(Azx|y)| < w(A). Neka je a € R takav da
je (Azly) = e [(Az[y)| . Tada je

[(Azly)| = (e7"*Az|y) = |Re(e”"*Azly)| < w(A)
paje Al = max |(Asly)| < w(A).

lzl[=[lyll=1

(3) Buduéi da je A*A hermitski po (2) imamo
|A||” = max ||Az|* = max |(Az|Az)| = max |(A*Az|z)| = ||A*A||

lzf|=1 lzfl=1 lzl|=1
iz cega slijedi C*-svojstvo spektralne norme. m

KOROLAR 3.51 Neka je X unitaran i A € L(X). Tada vrijedi:
(1)Ako je A unitaran onda je | Al = 1.
(2)Ako je A projektor i A # 0 onda je ||A|| = 1.
(3)Ako je A parcijalna izometrija i A # 0 onda je | Al = 1.

Dokaz (1) [[A]]* = |4 Al = |1] = 1.
@) > = 14 All = [|42]] = |A]l paje | A]l = 1.
(3) Ako je A parcijalna izometrija i P = A*A, Q = AA* onda su P i Q
projektori. Naime, P i ) su hermitski i P = A*A = A*AA*A = P? i sli¢no
Q = Q?. Sada po (2) imamo ||AH2 = ||[A*Al| = ||P| = 1.

Projektor P se zove inicijalni projektor od A, a () finalni projektor
od A ivrijedi A = AP = QA. Nadalje, P je projektor na im A*, a @) je
projektor na im A. m
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KOROLAR 3.52 Neka je X unitaran i A € L(X) normalan. Tada vrijedi:

(1) p(A) =] All
(2) A% =[AlI", k€N

Dokaz (1) Operator A je normalan ako i samo ako |A*z|| = ||Az||, z € X,
pa imamo ||A%z| = ||[A*Az|, x € X. Ako sada uzmemo maximum po sferi
|z|| = 1 dobijemo [|A2|| = ||A*A|| = ||A|]*, pa iteracijom slijedi ||A%"]| =

|A|?", k € N, iz cega dobijemo p(A) = lim [|A2"[|2" = ||A]| .
(2) Ako je A normalan onda je A* normalan za svaki k pa je ||A*|| =
k
p(AY) = p(A)F = A]" . =

KOROLAR 3.53 Neka je X unitaran i A € L(X) normalan. Tada vrijedi:
(1) Ako je o(A) = {\} onda je A=\, A € K.
(2) Ako je o(A) C {0,1} onda je A je projektor.

Dokaz (1) 0(A) ={\} = (A=) ={0} = p(A-X)=0= [|[A = A| =
0= A= Al. (2) Bududi da je 0(A*) = o(A) dobijemo o(A*) C {0,1} tj.
A*=Aio(A? — A) =0 paimamo |42 — A|| =0tj. A2=A. =

DEFINICIJA 3.54 Neka je X unitaran i v norma na L(X). KaZemo da je
v unitarno (odnosno ortogonalno) invarijantna ako za svaki unitarni

(odnosno ortogonalni) U € L(X) vrijedi
v(UA) =v(AU) =v(A), A e L(X)

KOROLAR 3.55 Neka je X unitaran prostor nad K. Tada su spektralna
i euklidska norma na L(X) unitarno invarijantne.

Dokaz Slijedi neposredno iz definicije ovih norma. m
TEOREM 3.56 Neka je X unitaran i x4,...,x, € X. Tada vrijedi
D@1, em) <T@, m) D@, am), 1<E<m—1

Dokaz Neka je Y C X podprostor od X, dimY = ki y,...,y, baza u'.
Bududi da je X =Y + Y+ ortogonalna suma, gdje je Y+ = {x € X; (z|y) =
0,y € Y}, svaki a € X se moze napisati, na jedinstven nacin, u obliku
a=b+c beY, ceYtpajeld| =]|a—0| = minla —y||. Sada je

F(aayla S 7yk) - F(b+ C, Yty 7y/<:) - HCH2F(y17 < 7y/<:)

sto znaci
F(CL, Y, - - 7yk)1/2

F(yl, e 7yk)1/2

d(a,Y) =
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Sada dokazujemo tvrdnju teorema koriste¢i ovu formulu za udaljenost d(a, ).
Neka jel <k<miY =Kz +---+ Kz, Y =Ky + - -+ + Kz Tada je
Y'CY pajed(x,Y) < d(zy,Y’) odnosno

| N - < [(xg, ..., xx)

, 1<kE<m
[(xo, ... xm) — D(zg,...,xp)
pa dobijemo
C(xy,. . xm) < C(zay ...\ Tm) < C(x3,. .. %) < < T(2pers. .. 0)
F(Ila"'axk) F($2,...,$k) F(Ig,. 7:17]4:)

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
KOROLAR 3.57 T(z1,...,2m) < ||z1]]* - |2m]|* -

KOROLAR 3.58 (Hadamardova nejednakost)
Neka je A € gl,,(K) matrica sa stupcima xy, . .., T,. Tada vrijedi Hadamar-

dova nejednakost
[det A < [[z]] - - - [l

Dokaz Ako je A = [z, ..., x,] € gl,(K) matrica sa stupcima z1, . . ., x, onda
je A*A = G(xy,...,x,)7, pa po prethodnom korolaru dobijemo

|det A\2 =det(A"A) =T(z1,...,2m) < Ha:1||2 e H:I:mH2
iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
KOROLAR 3.59 Neka je X unitaran prostor nad K, Y C X podprostor i
{z1,...,2n} baza uY. Tada za svaki a € X vrijedi:
1/2

C(a,z1,...,2m)
F(Il, . ,.’,Em)l/2

d(a,Y) =

Dokaz Slijedi iz dokaza Teorema 3.56. m



Poglavlje 4

Normalni operatori

4.1 Spektralni teorem

Unitarni prostori koje razmatramo u ovom dijelu su euklidski ako nije drukcije
receno.

PROPOZICIJA 4.1 Neka je X unitaran nad K i A € L(X). Tada vrijedi:

(1) Ako je Xo C X invarijantan podprostor od A onda je X5 invarijantan
na A*.

(2) Ortogonalna suma X = Xy + X1 potpuno reducira A ako i samo ako
je Xy invarijantan na A i A*.

(3) Ako je Xo invarijantan na A i A* i Ay = A| Xy onda je (Ag)" = (A*)o.

Dokaz (1) Slijedi iz (Ax|y) = (x|A*y). (2) Slijedi iz 1. (3) Neka je (.|.)o
restrikcija od (.].) na Xy. Tada je (Az|y) = (Aox|y)o = (x| (A0)" y)o, ¥ € Xo,
pa je (Azly) = (z[A%y) = (z[(A")oy)o, z,y € Xo. m

KOROLAR 4.2 Neka je X unitaran prostor, A € L(X) normalan operator
i Xo C X invarijantan na A i A*. Tada je Ay = A| Xy normalan operator.

Dokaz Ay (A)" = Ag(A%)g = (AA%)y = (A*A)y = (Ag)" Ao. m

LEMA 4.3 Neka je X unitaran prostor nad C i A € L(X) normalan ope-
rator. Ako je Ax = \x onda je A*x = x, A€ C, z € X.

Dokaz Neka je B = A — Al. Tada je B normalan pa je |[[B*y|| = [|Byll,
y € X. Sada za y = x dobijemo Bx =0 paje B'xr =0tj. A*r =) z. =

TEOREM 4.4 Neka je X unitaran prostor nad C i A € L(X) normalan
operator. Tada postoji ortonormirana baza e u X takva da je A, dijagonina
matrica. Specijalno je A poluprost.

57
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Dokaz Neka je A; € 0(A). Tada je A\ svojstvena vrijednost od A pa postoji
e1 € X, |ler]| =1, takva da je Ae; = Aje;. Po prethodnoj lemi je A*e; = ey
Sto znaci da je Ce; invarijantan na A i A*. Sada je prema Propoziciji 4.1
Xy = (Cey)?* invarijantan na A i A* i Ay = A|X, je normalan po Korolaru
4.2. Nastavimo proceduru sa Xy u ulozi od X i Ag u ulozi od A pa itera-
cijom dobijemo ortonormiranu bazu e takvu da je A. dijagonalna matrca.
Dijagonalni elementi su iz o(A). =

DEFINICIJA 4.5 Neka je X wunitaran prostor nad K 1 A, B € L(X).
Kazemo da su A i B unitarno (odnosno ortogonalno) ekvivalentni ako
postoji unitaran (odnosno ortogonalan) operator U € L(X) takav da je B =
U*AU. Analogno se definira unitarna (odnosno ortogonalna) ekvivalencija
matrica.

KOROLAR 4.6 (1) Ako su operatori (odnosno matrice) unitarno ekviva-
lentni onda su oni slicni. Obrat ne vrijeds.
(2) Normalna matrica A € gl,(C) je unitarno ekvivalentna dijagonalnoj.

KOROLAR 4.7 Neka je X unitaran prostor nad C i A € L(X) normalan
operator. Tada vrijedi:

(1) A je hermitski ako i samo ako je o(A) C R.

(2) A je unitaran ako i samo ako je o(A) C {z € C;|z| = 1}.

(3) A je antihermitski ako i samo ako je o(A) C iR.

Dokaz Neka je e ortonormirana baza u X takva da je A, dijagonalna matrica.
(A=A A=A =\ NER, i=1,..n.

2 AA =T s AA =T\ =1\ =1,i=1,..,n.

(3) A* = —A@A: = —Ae@X@': -\ &\ EiR,i: 1,...,.n. m

TEOREM 4.8 (Spektralni teorem)
Neka je X wunitaran prostor nad C i A € L(X) normalan operator. Tada
postoje jedinstveni projektori Py, A € o(A), koji su polinomi od A, takvi da
vrijeds:

(1)P)\PM:O,)\7AILL B

(2) A=), AP, A" =), AP,

(3) F(4) = 5, FOOP,, T € FIA]

(4) 11 (A)]] = maxy | F(N)

Formulu A =), APy zovemo spektralni rastav operatora A.

Dokaz Po Korolaru 2.51 postoje jedinstveni pluprosti operatori Py, A €
o(A), za koje vrijedi (1) i (3), a po Teoremu 4.4 postoji ortonormirana baza
e u X takva da je A, dijagonalna matrica, iz ¢ega slijede (2) i (4). =
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KOROLAR 4.9 Neka je X wunitaran prostor nad C i A, B € L(X) nor-
malni. Tada su A © B unitarno ekvivalentni ako © samo ako pa = pp.

Dokaz Neka je ps = pg. Tada je 0(A) = o(B) i dimenzije odgovarajucih
svojstvenih podprostora od A i B su jednale. Neka su e i u ortonormirane
baze u X takve da je Ae; = Ne;, Bu; = M\u;, © = 1,...,n. Definiramo
unitarni operator U € L(X) sa Ue; = u;, i = 1,...,n. Tada je

U*BU€z = U*B’LLZ = U*>\Z’UJ@ = >\i€i = Aei, 1= 1, N’
pa je U*BU = A. Obrat je trivijalan. m

KOROLAR 4.10 Neka je X unitaran prostor nad C 1 A € L(X) normalan.
Tada su svojstveni podprostori od A ortogonalni.

Dokaz Neka je X, = P\ X svojstveni podprostor od A pridruzen \. Tada je
X)L X, AX#p, zbog PP, =0, A\ # p. =

LEMA 4.11 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X). Tada A ima
mvarijantny podprostor Xo takav da je dim Xog =1 il 2.

Dokaz Neka je A € o(A). Tada je A svojstvena vrijednost od A, pa postoji
z € X., 2z #0, takav da je A.z = A\z. Ako je A = \{ +1i)\y i 2z = + 1y onda
je Acz = (A1 + i) (z +iy) = Mz — Ay +i( Az + A\y), tj. Az = Az — Aoy,
Ay = Xz + A\y. Dakle, podprostor Xy = Rz + Ry ima trazeno svojstvo. m

KOROLAR 4.12 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) normalan
operator. Ako je Xy itnvarijantnt podprostor od A + dim Xy = 2 onda u Xq
postogi ortonormirana baza {ey, es} u kojoj operator Ag = A| Xy ima matricu

cos  sin

>
sing COW], p >0, ¢el0,2n]

A(p,w)zp[

Dokaz Neka je Xy = Rx 4+ Ry kao u dokazu prethodne leme i Ax = \jx —
Aoy, Ay = Xow + Ny, 2 = = + iy, A = A\ + i)y Bududi da je A%z = Az
dobijemo A%z = A*x + iA*y = (A — iX)(x + iy) pa je A*'z = Az + Aoy,
A*y = —Xx + A\yy. Nadalje, ako je X # X onda je (z + iy|lr — iy) = 0 tj.
(z]z) = (yly) i (x|y) = 0 pa definiramo e; = z/ ||z, e2 = y/ ||y]|, A = pe™.
Tada je (e1, e3) ortonormirana baza u Xg i Ae; = pcos pe; — psin pes, Aeg =
psin ey + pcos pes, iz ¢ega slijedi tvrdnja. m



POGLAVLJE 4. NORMALNI OPERATORI 60

TEOREM 4.13 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) normalan
operator. Tada postoji ortonormirana baza e v X takva da je

Ae — D(>\177>\k)+/4(/017§01) ++A(pm7gpm)

za neke A, € R pryei i pn >0, 00,0, € 10,27], k4 2m = n,
gdje je D(\1, ..., \x) dijagonalna matrica s dijagonalom Ay, ..., \g.

Dokaz Neka je o(A) "R ={A,..., A}, 0(A) \R={N\j1,..., A} . Tada
jen —k = 2m zbog o(A) = (A) tji. A € o(A) & X € o(A). Ako je
N € 0(A)\ R, \; = p;e™i onda je \; = pe i € o(A) \ R. Neka je X
kao u Lemi 4.11. Tada je X, invarijantan na A i A* pa je X3 takoder
invarijantan na A 1 A* i A| X3 je normalan. Nastavljajuéi proceduru sa X" i
A| Xy dobijemo ortogonalne podprostore X1, ..., Xy, Y1, ..., Y, dim X; = 1,
dimY; =2, takvedaje X = X; +---+ X, + Y1+ --- +Y,,. Ako u svakom
X; uzmemo jedini¢ni vektor, a u svakom Y; uzmemo ortonormiranu bazu kao
u prethodnom korolaru i skupimo sve njih zajedno dobijemo ortonormiranu
bazu e u X u kojoj A ima trazenu matricu. m

KOROLAR 4.14 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) sime-
trican operator. Tada u X postoji ortonormirana baza e takva da je A,
dijagonalna matrica. Specijalno je A poluprost.

Dokaz Kako je 0(A) C R po prethodnom teoremu je k =n, m =0. m

KOROLAR 4.15 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) sime-
trican operator. Tada za A vrijedi spektralni teorem.

KOROLAR 4.16 Neka je X unitaran prostor nad R 1 A € L(X) antisi-
metrican operator. Tada postoji ortonormirana baza e u X takva da je

Ae :O—I—A(pl?ﬂ-/z) ++A(pm7ﬂ-/2)
Dokaz Iz A* = —A slijedi \; =0, cosp; =0, sinp, =1. m

KOROLAR 4.17 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) antisime-

trican operator. Tada postoje antisimetricne parcijalne izometrije Uy, ..., U,
ranga 2, m = l7“cmg(A) takve da vrijedi:

(1) UU; =0,i#j

2) U? = —P,, gdje je P; projektor ranga 2

)

(2) U;

(3) plUl et mem7 Pi >0

(4) o(A) C {iwk,k =1,....,m}puU{0}
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Dokaz Koriste¢i prethodni korolar definiramo Uy, ..., U,, sa

), = o+[_01 (1)]++[8 8]+[8 8]

(Unm), = 0+[8 8]++[8 8]+[_01(1)]

Tada su Uy, antisimetri¢ne parcijalne izometrije ranga 2 i vrijede (1),...,(4). m

KOROLAR 4.18 Neka je A iz prethodnog korolara. Tada vrijedi:
(1) Za svaki f € F[A] vrijedi formula

det f(A) = f(0)" " f(ipy) f(=ipy) -+ f(ipp) f(=ipp)

(2) Ako je dim X paran broj onda je det A > 0.
(3) Ako je dim X neparan broj onda je det A = 0.

Dokaz (1) Slijedi iz teorema o preslikavanju spektra, dok (2) i (3) slijede iz
(1) za f(t) =t. m

KOROLAR 4.19 Neka je X unitaran prostor nad R i A € L(X) ortogo-
nalan operator. Tada postoji ortonormirana baza e u X takva da je

Ae:D(ilaail)—l_A(l:%pl)—'—+A(1730m)

Dokaz [z AA* = I slijedi \;, =+1ip, =1 =

4.2 Hermitski operatori

DEFINICIJA 4.20 Neka je X unitaran prostor nad K i A € L(X). KaZemo
da je A pozitivan i pisSemo A > 0 ako je A* = A i 0 (A) C [0,00). Ako je
A jos i regularan onda kaZemo da je A strogo pozitivan i pisemo A > 0
ili 0 < A. Ako su A,B € L(X), A* = A, B* = B, onda piSemo A > B ili
B < Aakoje A—B >0. Ako je A— B > 0 onda pisemo A > B ili B < A.

PROPOZICIJA 4.21 Relacija < je parcijalni uredaj na svim hermitskim
(simetricnim) operatorima. Nadalje, ako je Ay < By i Ay < By onda je
A1+A2 S Bl—|—Bg.
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Dokaz Neka je A > 01 e ortonormirana baza u X takva da je A, dijagonalna
matrica. Ako je # = z1€1 4 - - - + Tne, onda je (Az|z) = S\ |#;]> > 0, zbog
Ai > 0. Dakle, ako je A* = A onda je A > 0 ako i samo ako (Az|z) > 0,
x € X. Prema tome vrijedi: A < B ako isamo ako (Az|z) < (Bz|x), z € X.
Koristeci ovo svojstvo lako pokazemo da je < parcijalni uredaj. Nadalje, ako
je A1 < By, Ay < By onda je (Aix|x) < (Biz|z), (Asx|r) < (Box|z), x € X
paje (A1 + Ay)zlx) < ((B1+ By)zlx), x € X, tj. Ay +A2 < B+ B.m

PROPOZICIJA 4.22 Ako je A >0 ik € N onda postoji jedinstven B > 0
takav da je B¥ = A. B zovemo k-ti korijen iz A i oznacavamo ga sa AY*.

Dokaz Po spektralnom teoremu je A = ), APy pa ako definiramo B =
> AP, onda je B> 01 B¥ = A. Jedinstvenost od B je evidentna. m

PROPOZICIJA 4.23 Vrijede sljedece tvrdnje:
(1) Ako je A>0, B>01 A*>= B? onda je A= B.
(2) Ako je A>0, B>01i AB = BA onda je AB > 0.
(3) Ako A, B i C' komutiraju, A < B i C > 0 onda je AC < BC.
(4) Ako je A > 0 onda je A~! > 0.

Dokaz (1) Slijedi iz jedinstvenosti kvadratnog korijena. (2) (ABzx|x) =
(ABY2B'2x|x) = (BY2ABY2x|x) = (ABY?x|B'2x) = (Ayly) > 0,y =
BY2g. (3) Slijedi iz (2) zbog (A — B)C < 0. (4) Bududi da je (A71)* =
(A) " 16 (A) C (0,00) slijedi o (A™) € (0,00) paje A1 > 0. m

PROPOZICIJA 4.24 Ako je 0 < B < A onda je A~' < B~1.

Dokaz Dokazimo prvo formulu

(A7 alr) = max [2 (zly) — (Ayly)], = € X

Neka je f: X — K, f(y) = 2(z|ly) — (Ayly). Tada iz f'(y) = 0 slijedi
r— Ay = 0tj. y = A 'z. Dakle, f ima samo jedan ekstrem u tocki
y = A"z i to je max zbog f” (y) = —2A < 0. Nadalje, f(A™'z) = (A" z|x)
pa je formula dokazana.

Sada iz 0 < B < A slijedi 0 < (Bz|x) < (Az|zr) pa imamo

(A7 z]x) = max, [2 (z[y) — (Ayly)] < max, [2(z[y) — (Byly)] = (B~ z|z)
iz cega slijedi A~! < B™!. m

TEOREM 4.25 (Heinzova nejednakost)
Ako je 0 < B < A i 0 < a <1 onda vrigedi B* < A“. Ovu nejednakost
zovemo Heinzova nejednakost.
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Dokaz Iz 0 < B < Aslijedi tI + B<tI+ A, t € R, paje (] +A)"" <
(tI + B)™', t > 0, odakle dobijemo

Al +A) ' =T —t(tI+A) ' >TI—t(tI+B) ' =B({tI+B)™"

Ako je a = 0 ili @ = 1 onda je tvrdnja trivijalna, pa uzmimo 0 < a < 1.
Bududi da je

o
s*=sume (g (<<, s>0
™ 0 s+t

uvrstavanjem A umjesto s dobijemo
A = snma [yl A 4 A)THdE, 0< < 1
0

Sada imamo

(B®z|z) = Sure [~ B(t] + B) ™' z|z)dt
0
< sinma fyeml(A (] 4+ A) T zla)dt = (A%|7)
0

iz cega slijedi B* < A%. m

PROPOZICIJA 4.26 Neka je X wunitaran prostor i1 A € L(X). Tada je
A >0 ako i samo ako postoji B € L (X) takav da je A = B*B.

Dokaz Ako je A = B*B onda je A* = Ai (Az|r) = (B*Bz|z) = (Bx|Bz) =
|Bz||*> > 0 pa je A > 0. Obratno, ako je A > 0 onda za B = A2 imamo
B*B=DB*=A. m

TEOREM 4.27 (Polarni rastav)

Neka je X wunitaran nad K, A € L(X) i |Al = (A*A)Y2. Tada postoji
unitaran operator U € L(X) takav da je A = U |A|. Owaj rastav od A
zovemo polarnt rastav.

Dokaz Zamijetimo da je |A| > 0, det |A| = |det A| i ker A = ker |A|.

(1°) Ako je A regularan onda je |A| takoder regularan pa definiramo
U= A|A|™". Tada je U*U = I pa je dokaz gotov. U ovom slucaju je polarni
rastav jedinstven. (2°) Neka je n = dim X, p =rang(4) i1 <p < n —1.

Uzmimo ortonormiranu bazu e u X takvu da je |A|ex = Apex, K =1,...,p,
|Aler = 0, &k > p. Neka je up, = Aex/Mp, kK =1,...,p. Tada je (u1,...,up)
ortonormiran pa ga dopunimo do ortonormirane baze u = (uy,...,u,) i

definiramo unitarni operator U € L(X) sa Ue, = ug, k = 1,..n. Tada
je UlA|er = Ulper = Mpu, = Aeg, k=1,...,p, i U|A|lex =0 = Aeg, k > p,
pa je U|A| = A. U ovom sluc¢aju U nije jedinstven. m
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KOROLAR 4.28 Neka je X unitaran nad K i A € L(X) singularan ope-
rator. Tada postoji jedinstvena parcijalna izometrija U € L (X) takva da je

kerU =ker A i A=U |A|.

Dokaz Modificiramo slu¢aj (2°) iz dokaza prethodnog teorema. Umjesto
operatora U iz (2°) definiramo U sa Uex, = ux, k =1,...,p, Ue, =0, k > p.
Tada je U trazena parcijalna izometrija. m

KOROLAR 4.29 Neka je A = U |A| polarni rastav. Tada je A normalan
ako i samo ako je U |A| = |A|U.

Dokaz A*A — AA* = |A]? — U|A|?U* = 0 ako i samo ako U |A|*U* = |AJ?
ako i samo ako U |A|U* = |A| ako i samo ako U |A| = |A|U. m

KOROLAR 4.30 Vrijede sljedeée tvrdnje:

(1) Ako je U*U =1 i A € L(X) onda je |[UA| = |A|.

(2) Ako je U*U =1 i A€ L(X) onda je |[AU| =U*|A|U.

(3) Ako je A = U |A| polarni rastav onda je |A*| = U |A|U* i A* = U* | A¥|
je polarni rastav.

(4) A*A i AA* su unitarno ekvivalentni.

(5) |A| i |A*| su unitarno ekvivalentni.

(6) Ako je A = U |A| polarni rastav i A regularan onda je A=t = U*|A™1|
polarni rastav i vrijedi |A~' = U |A|~" U*.

(7) Ako je A regularan onda je |A~1|7! = |A*|.

Dokaz Sva svojstva slijede neposredno iz prethodnog teorema. m

PROPOZICIJA 4.31 Ako je A € L(X), A* = A, Ay = (|A|+4) i
A_ =L (|A] = A) onda vrijedi:

(1) Ay >0, A_>0 i A,A_ =0

(2) A=A, —A_ i |[Al=A; +A_

Dokaz Po spektralnom teoremu je A = ), APy, pa je |A| = >, [A| Py iz
cega slijedi Ar = S (JA[+A) Py >0, A = 3>, (]A| = A) Py > 0, zbog
IA| A >0, A€ g (A) CR. Ostale tvrdnje su evidentne. m

PRIMJERI 4.32 Neka je U € L (X) parcijalna izometrija. Tada vrijedi:

(a) P=U*U i @Q = UU* su projektori.
(b)U=UP=QU,|U|=Pil|U* =0Q.

(c¢) Ako je U regularan onda je on unitaran.
(d) Svaki projektor je parcijalna izometrija.
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(e) U je normalan ako i samo ako P = @ ako i samo ako im U* = imU.
(f) kerU =im (I — P) = ker P, ker U* = im (I — Q) = ker Q.
(g) Ako je jos U* = U onda vrijedi:

WUi=U, @ o) C 01,

3) |U| = (4) V. =1—U?+ U je unitaran,

(5) U = VU2 je polarni rastav,

(6) F (U) = £(0) (I = [U) + £ () Us + f (~1) U-

4.3 Singularni brojevi

DEFINICIJA 4.33 Neka je X unitarni prostor nad K dimenzijen 1 A €
L (X). Tada se o (|A|) zove singularni spektar od A. Ako je

o (|A]) = {s1(A),...,sa (A)}

onda se s;(A), k = 1,...,n, zovu singularni brojevi od A. Smatramo
da su oni indeksirani tako da je s1(A) > -+ > s, (A) > 0. Vektor s (A) =
(s1(A),...,8,(A))" € R™ se zove singularni vektor od A.

PROPOZICIJA 4.34 Ako je U € L(X) unitaran operator i A € L(X)
onda za svaki k=1,...,n, n =dim X, vrijedi:

(1) sk (|A]) = s (A) = 51, (A7)

( ) (UA) = Sk: (AU) = Sk (A)

(3) sk (U) =

(4) s1(A) = HAII

(5) s (4) = min || Ax| = minls]

(6) sn (A) [lz]] < [|Az| < s1(A) ||lzf], z € X
(7) s, (AB) > 8, (A) s, (B), A, B € L(X)

Dokaz (1) o (A*A) = o (AA*) = o (|A]) = o (|A*]).
(2) 56 (UA) = s (|UA[) = s (|A]) = sx(A) 1 5x (AU) = s ((AU)") =
(3) 51 (U) = 8¢ (JU]) = sx (1) = 1. (4) |A]| = [[|A}]| = max (|A] z|z) = 51 (A).

(5) Zamijetimo da je H1r1r|1|11r11 |Az|| = thml ||Alz], iz Cega slijedi tvrdnja. (6)

Slijedi iz (5) i svojstava spektralne norme, dok (7) slijedi iz (5) i (6). =

TEOREM 4.35 (Schmidtov rastav)
Neka je X wunitarni prostor nad K i A € L(X). Tada postoje jedinstvene
parcijalne izometrije Uy, X € o (|A]), A # 0, takve da vrijedi:

(1) UsU, =U\U; =0, A # u

(2) A= >, AU, i ovu sumu zovemo Schmidtov rastav operatora A.
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Dokaz Neka je A = U |A| polarni rastav. Tada po spektralnom teoremu
vrijedi |A| = >, APy, pa ako stavimo Uy = UP, onda je A = U |A| =
Y AAUPy = >, AU,. Ako je A regularan onda jedinstvenost od U, sli-
jedi iz polarnog rastava i spektralnog teorema. Ako je A singularan onda
jedinstvenost slijedi iz Korolara 4.28 i spektralnog teorema. Nadalje, ako
je A # p onda imamo UU, = (UP\)'UP, = PU*UP, = P\P, = 0 i
UU; =URPP,U" =0.m

KOROLAR 4.36 Vrijede sljedecée tvrdnje:
(1) A je parcijalna izometrija ako i samo ako o (|A|) C {0,1}.
(2) A je unitaran (odnosno ortogonalan) ako i samo ako o (|A]) = {1}.
(3) Ako je U parcijalna izometrija ranga k onda je s(U) = e + -+ - + €.
(4) A= >0, sk (A) Uy, gdje su Uy, ..., U, parcijalne izometrije ranga 1.

Dokaz (1), (2) i (3) su evidentni. (4) Neka je A =), AU, Schmidtov rastav.
Sada se svaki U, napiSe kao suma parcijalnih izometrija ranga 1 pa je A =
> oy Sk (A) Uy. Ovaj rastav nije jedinstven buduéi da nije jedinstven nacin
prikaza parcijalne izometrije ranga k£ kao sume od k parcijalnih izometrija
ranga 1. m

TEOREM 4.37 Neka je X wunitarani prostor nad K i Jp (X) skup svih
A € L(X) ranga najvise k. Tada za svaki A € L (X) vrijedi:

seit (4) = (A4, 4 (X)) = min_ [ A= B

BeJ,(X

za svaki k =10,1,...,n — 1.

Dokaz Neka je A = >"" | s; (A) U; kao u prethodnom korolaru, gdje su U;

parcijalne izometrije ranga 11 B, = Zle si (A) U;. Tadaje By € Ji, (X) pa je

d(A, Ji (X)) < [[A=Boll i |[A— Boll = || 22,5 (A) Uil| = sp11 (A) . Neka
je B € Ji (X). Tada je dimker B > n — k pa postoji z € ker B takav da je
x 7 01 [[Az| = spia (A) [Jzf| . Sada je [|[(A — B) z|| = [|Az|| = spt1 (A) [|l]],
tj. |A— B > spr1(A). =

TEOREM 4.38 Neka je X unitarani prostor nad K, A,B € L(X) i k+
m—1<n=dimX. Tada vrijede nejednakosti:

(1) Skpm—1(A+ B) < s (A) + s (B)

(2) Sk4m-1(AB) < si (A) 5, (B)
Nejednakost (1) zovemo aditivnost singularnih brojeva, a nejednakost
(2) multiplikativnost singularnih brojeva.
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Dokaz (1) Neka su By € J,_1(X) 1 By € J,,_1(X) takvi da je s (A) =
A= Bill, sm (B) = ||B = Bsl|. Tada je By + Bs € Jytm—2(X) pa je po
prethodnom teoremu

Sk+m—1 (A+B) ||A+B—Bl —BQH

<
< [[A=Bi] +|B = Baf| = sx (A) + s (B)

(2) Za B; i By takoder vrijedi

Skrm-1 (AB) < [[(A = B1) (B = By)|
< [[A= B[ |B = Ba|| < sk (A) sm (B)

zbog ABy + B1 (B — Bs) € Jp—1(X) 4+ Jin1 (X) C Jiym—2 (X) . @

KOROLAR 4.39 Ako su A,B,C € L(X) in = dimX onda za svaki
k=1,...,n vrijedi:

(1) sk (A+ B) < s (A) + || B

(2) sr (ABC) < || Al s (B) [|C]

(3) [sx (A) — s (B)| < [|A - B|

Dokaz (1) i (2) slijede iz prethodnog teorema za m = 1. Po (1) je sx (A) =
sk (A— B+ B) <sp(B)+||A—B| tj. sk(A)—sk(B)<||A— BJ. Sli¢no je
sk (B) — sk (A) < ||]A — BJ| pa dobijemo (3). Iz tvrdnje (3) slijedi uniformna
neprekidnost singularnih brojeva. m

PROPOZICIJA 4.40 Akoje A>01i f:0(A) — [0,00) rastuc¢a funkcija
onda je f € F (A) i vrijedi:

(1) f(A4) =0

(2) s(f(A) = [f(s1(A)er+-- 4 f(sn(A)) en, n = dim X

B) [If (DI = f A = p (f (A) = F(p(A))

Dokaz Po spektralnom teoremu je |A| = A=Y, s, (A) Py paje f(A) =
Yo f(sk(A)) Py iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

PROPOZICIJA 4.41 Akoje A> 01 f:0(A) — [0,00) opadajuca funk-
cija onda je f € F (A) i vrijedi:

1) f(A) >0

2) s(f(A) = f(Sn(A))61+"'+f(81 (4)) en, n = dim X

Zg 1f (Al = f (0 (A)) = p(f (A))

Ako je A regularan onda je s(A™!) = Wlmel 4ot 81(1A) e,

AN NN N

Dokaz (1), (2) i (3) Analogno kao u prethodnoj propoziciji, dok je (4) spe-
cijalni slucaj za f (t) =1/t,t > 0. m
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PROPOZICIJA 4.42 Neka je X wunitarni prostor nad K dimenzije n i
p > 1. Tada vrijedi:

) Al = Oor_y sk (A)P)YP je unitarno invarijantna norma na L (X).
) Al = lIs (A) [lp, p =1, A e L(X)

) 1A = Al = lIs (A) [l

) [IA]l, = (b [A])!/P

) Al = l[Allg, 1/p+1/¢=1

) [tr AB| < [|Al[p[|Bllg, 1/p+1/q =1

Dokaz (1) Svi aksiomi norme od || - ||, su evidentni osim relacije trokuta.
Relacija trokuta se dokazuje pomocu Teorema 4.38, ali mi ne¢emo navoditi
dokaz. Unitarna invarijantnost slijedi iz Propozicije 4.34. (2) i (3) su evi-
dentni. (4) o (|A|") = o (JA])" paje tr[A]" =320, s, (A) t). [|A]l) = tr[A]".
(5) 1 (6) slijede iz (2) i 3.12. m

PROPOZICIJA 4.43 Vrijede sljedeca svojstva:
(1) det |A| =51 (A) -+ -5, (A), n =dim X
(2) A je regularan ako i samo ako s, (A) # 0.
3) sp (A) I < |A| <51 (A) T
(1) [tr 4] < tr 4] = | A],
(5) nsn (A) < tr|A] <7 |[A]
(6) Ako je A normalan onda je s (A™) = s (A)™ ., meN  k=1,...,n

Dokaz (1) i (2) su evidentni. (3) Slijedi iz spektralnog teorema. (4) Ako je
A=>"7_1sk(A) U ondaje [tr A < > 7, sk (A) = tr|A], zbog [trUyg| < 1.

(5) je evidentno. (6) Ako je A normalan onda je
A7 = (A AT = (A = (4 A = A
iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

DEFINICIJA 4.44 Neka je v norma na R™ za koju vrijedi:
(1) v (z) = v (|z|), gdje je |x| = (Jx1], ..., |z.])" € R™
(2) v je invarijantna na permutacije koordinata.

Tada se v zove apsolutna norma na R™.

TEOREM 4.45 Neka je X unitaran nad K, dim X = n iv norma na L(X).
Tada je v unitarno invarijantna ako 1 samo ako postogi apsolutna norma vq

na R tako da je v(A) = v1(s(A4)), A € L(X).
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Dokaz Neka je v unitarno invarijantna. Tada je v(A) = v(JA|) = v(A*) =
v(UyAUs), Uy, U, unitarni. Neka je e ortonormirana baza u X. Za A €
L(X) postoji unitarni operator U € L(X) takav da je U} |A|, U, dijagonalna
matrica. Definiramo normu vs na g1, (K) sa v2(A.) = v(A). Za nju vrijedi

v(A) = va(U7 |A] Ue) = va(si(A)ere] + -+ - + sn(A)eney,)
Sada definiramo normu r; na R" sa
vi(x) = ve (|z1|ere] + - - - + |znlener)

Tada je v; apsolutna norma i vrijedi v (s (A)) = v (A) . Obratno, neka je vy
apsolutna norma na R" i v (A) = vy (s (A)). Tada je v unitarno invarijantna
i svi aksiomi norme su ispunjeni evidentno osim relacije trokuta. Relacija
trokuta se dokazuje koriste¢i Teorem 4.38, ali mi to ne¢emo provjeravati. m

KOROLAR 4.46 U uvjetima prethodnog teorema za svaki A € L(X) je

Bemjil(qx) V(A—B) =v1 (sky1 (A) epyr + -+ 50 (A) €,)

Dokaz Ako je A =375 (A) Ui Ag= 3% | 5 (A) U; kao u 4.36 onda je

min v(A—-B)=v(A—Ay) =v1(s(A—A))

BeJp(X)
iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
PRIMJERI 4.47

(1) || - ||, na R™ je apsolutna norma pa je ||A|l, = ||s (A) ||, unitarno invari-
jantna norma na L(X) i ona ¢uva mnozenje, ali ne ¢uva jedinicu za p # oo,
zbog ||I||, = n'/?, n = dim X.

(2) Neka je 75 apsolutna norma na R™ definirana sa

Up () = max (Jog |+ -+ |2, ]), k=1,...,n

i1<...<ig
Tada je norma vg(A) = U(s(A)) = s1(A) +- - -+ sx(A) unitarno invarijantna
i zovemo je k-ta Ky Fanova norma na L(X). Specijalno je v1(A) = ||A|| i
vn(A) = || A1, n = dim X.
(3) Ako je v(A) = vy (s(A)) unitarno invarijantna norma na L(X) onda je
udaljenost u normi v od A € L(X) do skupa svih singularnih operatora iz
L(X) jednaka s,(A)vi(e,), n = dim X,
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(4) Ako je v unitarno invarijantna norma na L(X) onda je i dualna norma
v* unitarno invarijantna.
(5) Neka je X unitaran nad K, dim X = n, F C X podprostor i A € L(X).

Tada za svaki k = 1,...,n, vrijede formule:
A
sk(A) = inf sup |Az)
dim E=n—k+102.c5 |7
| Az|]

sk(A) = su inf
HA = R o e T
PROPOZICIJA 4.48 Neka je v unitarno invarijantna norma na L(X).
Tada v ¢uva mnoZenje ako i samo ako je ||A|| < v(A), A € L(X).

Dokaz Neka je v(A) = v (s (A)) kao u Teoremu 4.45. Ako v ¢uva mnozenje
onda je || = [[A"A| = p(A*A) < v(A*A) < v(A)v(A) = v(A), pa je
|A]| < v(A), A € L(X). Obratno, ako vrijedi ||A|| < v(A), A € L(X) onda
je V(AB) = 11 (s (AB)) < vy (IA]s (B)) = |||l ¥(B) < v(A)(B) pa v cuva

mnozenje.

DEFINICIJA 4.49 Neka je X algebra nad K. Ako je zadano preslikavanje
x: X = X,z — 2% x e X, takvo da vrijedi:

() (x+y)*=a"+y", zr,ye X

(2) (ax)* =az*, a e K,z € X

(3) (zy)" =y'2", z,y € X

4) () =2,z e X
onda se ovo preslikavanje zove involucija na X, a uredeni par (X, x) se zove
algebra s involucijom.

DEFINICIJA 4.50 Neka je X Banachova algebra s involucijom. Ako za
svaki v € X wrijedi ||z x| = ||z||* onda se X zove C*-algebra.

PRIMJERI 4.51

(1) Neka je X unitaran nad K. Tada je L(X) Banachova algebra sa spek-
tralnom normom. Nadalje, L(X) je algebra s involucijom A — A*, pa po
C*-svojstvu spektralne norme zaklju¢ujemo da je L(X) C*-algebra.

(2) Ako je A € L(X) normalan operator ondasu {A}' i {A}" C*-podalgebre
od L(X).

(3) Neka je K C K™ kompaktan i neprazan skup i C'(K) Banachova algebra
svih neprekidnih funkcija f : K — K s normom || f|| = max|f(z)|. Tada je
C(K) C*-algeba s involucijom f*(z) = f(z). Naime

1f*fl = max | f(z) f(z)| = max | f(z)]> = || f||




POGLAVLJE 4. NORMALNI OPERATORI 71

(4) Na K™ uvodimo koordinatno mnozenje xy = > z;y¢;, gdje je x = Y x;e;,
y = > yie; € K" Tada je K* C*-algebra sa normom ||z|| = max|z;| i

involucijom x* = ) Z;e;. Ona je komutativna i izomorfna sa C(K), gdje je
K={1,2,...,n}.



Poglavlje 5

Topoloske mnogostrukosti

5.1 Topoloske grupe

DEFINICIJA 5.1 Neka je G grupa @ Hausdorffov topoloski prostor. KaZemo
da je G topoloSka grupa ako su operacije mnoZenja (x,y) — xy i inverti-
ranja x — v~ neprekidne.

PROPOZICIJA 5.2 Neka je G topoloska grupa it a € G. Tada su preslika-
vanja T +— ax, T — xa i T +— v homeomorfizmi od G.

Dokaz Ova preslikavanja su bijekcije, njihovi inverzi su dani sa x — a 'z,
x+— xa 'ix— 2! aneprekidnost slijedi iz definicije. m

DEFINICIJA 5.3 Neka su Gy i Gy topoloske grupe i ¢ : G1 — Gy. KaZemo
da je ¢ homomorfizam topoloskih grupa ako je © homomorfizam grupa i
neprekidno preslikavanje. KazZemo da je  tzomorfizam topoloskih grupa
ako je @ izomorfizam grupa © homeomorfizam. Analogno se definira endo-
morfizam, odnosno automorfizam topoloske grupe G.

PRIMJERI 5.4

(1) Svaka grupa je topoloska grupa uz diskretnu topologiju. Ovaj slucaj
nije narocito zanimljiv, osim za prebrojive ili konacne grupe.

(2) Ako su Gy 1 G topoloske grupe onda je G x G4 takoder topoloska grupa
uz produktnu topologiju.

(3) (R,+) i (C,+) su topoloske grupe. Ako je R* = R\{0} i C* = C\{0}
onda su (R*,-) i (C*,-) topoloske grupe.

(4) Neka je G topoloska grupa i H podgrupa od G. Tada je H topoloska
grupa uz relativnu topologiju i zovemo je topoloska podgrupa od G.

72
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(5) Neka je G topoloska grupa, H zatvorena normalna podgrupa od G
i p: G — G/H kanonski epimorfizam tj. p(g) = gH, g € G. Tada je
G /H topoloska grupa uz kvocijentnu topologiju, a ¢ je epimorfizam
topoloskih grupa.

(6) Neka je X normirani prostor nad K dimenzije n. Tada je (X, +) topoloska
grupa izomorfna topologkoj grupi (K", +).

(7) Opca linearna grupa G'L,,(K) je topoloska grupa. Naime, ako su A = [a;;]
i B = [by] iz GL,(K) i C = AB = [¢;;] onda je ¢;; = >, aybg; polinom
po a;; i b, t,j = 1,...,n, pa je, naravno, neprekidna funkcija. Nadalje,
A1 = [d;;], gdje je d;; racionalna funkcija od a;;, i,7 = 1,...,n, §to znadi
da je d;; neprekidna funkcija, za svaki i, j.

(8) Sve grupe definirane u Uvodu su topoloske grupe.

(9) Neka je X normirani prostor nad K dimenzije n i G grupa svih regularnih
operatora iz L(X). Tada je G topoloska grupa izomorfna topoloskoj grupi
GL,(K).

DEFINICIJA 5.5 Neka je M neprazan separabilan topoloski prostor i n
prirodni broj. Ako svaka tocka iz M ima otvorenu okolinu homeomorfnu sa
R"™ onda se M zove topoloska mnogostrukost il krace mnogostrukost,
a broj n se zove dimenziga od M 1 pisemo dim M = n.

Ako je M konacan ilt prebrojiv diskretni topoloski prostor onda M zovemo
mnogostrukost dimenzije 0 ¢ piSemo dim M = 0.

LEMA 5.6 Neka je G zatvorena podgrupa od GL,(K) i
g=1{A € gl ,(K)exptA € G, t e R}
Tada je g Liejeva algebra nad R 1 zovemo je Liejeva algebra grupe G.

Dokaz Ako je A € Gi a € R onda iz definicije od g slijedi A € GG. Neka su
ABeg, teR keNi

Li(t) = (exp LA - exp LB)"
Tada je Li(t) € G i vrijedi
L) = (I +LA+B)+ ¥ +-- ) S expt(A+ B), k — o0

pa zbog zatvorenosti od G slijedi expt(A + B) € G, §to po definiciji od g
znaci da je A+ B € g. Dakle, g je vektorski prostor nad R. Neka je

Nj(t) = (exp A -exp B -exp LA - exp %B)kQ, E>1
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Tada je Ni(t) € G i vrijedi
Ni(t) = (I + A, Bl + 3+ )" — expt®[A4, B], k — o

pa ponovo zbog zatvorenosti od G slijedi expt?[A, B] € G, §to po definiciji
od g znaci [A, B] € g. Dakle, g je zatvorena na komutator [A, B] = AB— BA
pa zaklju¢ujemo da je g Liejeva algebra nad R. Zamijetimo da je g C gl,,(K)
i da g ne mora biti Liejeva algebra nad K, kao npr. za G =U(n). =

TEOREM 5.7 Neka je G zatvorena podgrupa od GL,(K), g Liejeva algebra
od G 1 m =dimg. Tada je G mnogostrukost dimenzije m.

Dokaz Liejeva algebra g je homeomorfna sa R™, kao vektorski prostor. Svaki
otvoreni disk u R” je homeomorfan sa R". Neka je D = {A € g;||A]| < ¢},
e>0.Akoje A€ Dondaje B=expA€eGil||B-1I| <ae, zaneki a>0.
Za dovoljno mali € je U = exp D okolina od I € GG i na U je definiran log,
inverz od exp. Dakle, U je homeomorfan sa D, a D je homeomorfan sa R™
pa je i U homeomorfan sa R™. Neka je sada B € G proizvoljan. Tada je
BU = {BT;T € U} okolina od B koja je homeomorfna sa R™. m

TEOREM 5.8 Neka su G i@ H zatvorene podgrupe od GL,(K) ¢« H C G.
Tada je kvocijentni topoloski prostor G/H = {gH; g € G} topoloska mnogos-
trukost 1 vrijedi dim G/H = dim G — dim H.

Mnogostrukost ovog oblika se zove homogent prostor.

Dokaz Prvo zamijetimo da G/H ne mora biti grupa. G/H je grupa ako i
samo ako je H normalna podgrupa od G. Neka je ¢ : G — G/H kanonski
epimorfizam tj. ¢(g) = gH. Tada je ¢ neprekidan i otvoren. Neka su g i b
Liejeve algebre od G i H. Tada je b Liejeva podalgebra od gig=Hh+h*,
gdje je bt = {A € g;(A|B) = 0, B € h} vektorski podprostor od g. Neka je
dimg =m, dimh =k i1 D iU = exp D kao u dokazu prethodnog teorema.
Stavimo D' = DN ht i U’ = exp D’. Tada je U’ homeomorfan sa D', a D’
sa bt pa je D’ homeomorfan sa R™*. Nadalje, ¢(U’) = U'H je otvorena
okolina od ¢(I). Ako je g € G iV = gU'H onda je V otvorena okolina od
gH iV je homeomorfna sa R™ % m

DEFINICIJA 5.9 Neka je G grupa © X neprazan skup. Ako je zadana
operacyja x : G X X — X takva da vrijedi:

(1) g1 % (g2 x ) = (192) * @, 1,92 € G, v € X

(2) exz ==z, x € X, gdje je e jedinica u G
onda kaZemo da G djeluje na X, a operaciju x zovemo djelovange. Ako je
G topoloska grupa, X topoloski prostor i (g,z) — g * x neprekidno preslika-
vanje onda kaZemo da G djeluje neprekidno na X. KaZemo da G djeluge
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tranzitivno na X ako za svaki x,y € X postoji g € G takav da je y = g *x.
Skup G xx = {g*x;9 € G} se zove orbita od v € X. Skup svih orbita
oznacavamo sa X/G.

PROPOZICIJA 5.10 Neka G djeluje na X. Tada vrijedi:

(1) z +— gx*xx je bijekcija na X, za svaki g € G. Ako G djeluje neprekidno
onda je ovo homeomorfizam od X.

(2) G, = {g € G;g*x = x} je podgrupa od G, za svaki x € X, i zovemo je
stabilizator od x ili izotropna podgrupa od x. Ako G djeluje neprekidno
na X onda je G, zatvorena podgrupa u G.

(3) Ako G djeluje tranzitivno na X onda je X/G jednoclan skup.

(4) 9Grg7 ' = Guw, g€ G, 2 € X

(5) G djeluje tranzitivno na svakoj orbiti.

Dokaz Slijedi neposredno iz definicije. =

TEOREM 5.11 Neka je G zatvorena podgrupa od GL,(K) ¢ X C K™ ne-
prazan skup. Ako G djeluje neprekidno i tranzitivno na X onda je X to-
poloska mnogostrukost homeomorfna sa G/G,, v € X.

Dokaz Neka je z € X 1 @ : G/G, — X definiran sa ®(¢G,) = g * . Tada
je ® neprekidan, surjektivan i otvoren. Ako je ®(g1G,) = ®(¢g2G,) onda je
g *r=goxxpaje (¢g7'g) *x =z tj. gy g2 € G, odnosno g, € ¢:G, §to
znaci ¢g1G, = ¢2G, pa zakljuéujemo da je ® jos i injektivan. m

PRIMJERI 5.12

(1) Ako G djeluje na X onda i svaka njezina podgrupa takoder djeluje na
X. Grupa G djeluje na samoj sebi tranzitivno sa g x x = gx.

(2) Grupa G djeluje na samoj sebi sa g * h = ghg~'. Ovo djelovanje se zove
konjugiranje.

(3) Grupa GL,(K) djeluje neprekidno na K" sa A x x = Ax. Djelovanje ima
samo dvije orbite {0} 1 K™\{0}.

(4) Grupa GL,(K) djeluje neprekidno na gl,,(K) sa A*x B = ABA™'. Ovo
djelovanje nije tranzitivno. Matrice B; i By su u istoj orbiti ako i samo ako
su slicne. Svaka orbita je homogeni prostor i vrijedi

dim GL,(K) * B = dim GL,(K) — dim{BY}’

Analogna svojstva vrijede ako G L, (K) zamijenimo grupom G svih regularnih
operatora iz L(X), a gl,(K) sa L(X).
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(5) Grupa O(n) djeluje neprekidno na gl,,(R) sa U x B = UBU". Djelovanje
nije tranzitivno. Matrice By i By su u istoj orbiti ako i samo ako su ortogo-
nalno ekvivalentne. Analogna svojstva vrijede ako O(n) zamijenimo sa U(n),
a gl,(R) sa gl,(C). Orbite O(n) * B i U(n) * B su kompaktni prostori.

(6) Neka je V(n, k), 1 < k < n, skup svih realnih n x k matrica s ortonormi-
ranim stupcima. Tada se V' (n, k) zove realna Stiefelova mnogostrukost.
Grupa O(n) djeluje neprekidno i tranzitivno na V' (n, k) sa U xV = UV. Ako
je V € V(n, k) onda je stabilizator od V' izomorfan sa O(n — k). Naime

0<n>v0:{[{;f V‘)V];Weom—k)},%:[ﬂ

pa je V(n, k) homogeni prostor homeomorfan sa O(n)/O(n — k) i
dimV(n, k) = (2) — (";") = k(n— k) + (%)

V(n, k) je kompaktna zbog kompaktnosti od O(n). V(n,n—1) je homeomor-
fna sa SO(n). Naime, ako je V € V(n,n — 1) matrica s ortonormiranim
stupcima uq, . .., u,_1 onda im dodamo vektor w,, takav da je (u1,...,u,) or-
tonormirana baza i det[us, ..., u,] = 1. Tada je [ug,...,u,] € SO(n). Inverz
ovog preslikavanja je izbacivanje posljednjeg stupca. Zamijetimo da je SO(n)
povezan prostor. Naime, SO(n) je slika surjektivnog i neprekidnog preslika-
vanja exp : so(n) — SO(n).

V(n,k), 1 < k < n —1, se dobije iz V(n,n — 1) izbacivanjem nekih
stupaca, Sto znaci da je V(n, k) neprekidna slika povezanog i kompaktnog
prostora V(n,n — 1), pa zaklju¢ujemo da je V(n, k), 1 <k <n— 1, povezan
i kompaktan homogeni prostor.

V(n,n) = O(n) je kompaktna, ali nije povezana. Ona ima dvije kompo-

nente: SO(n) i O(n)\SO(n).
(7) Neka je V(n,k), 1 < k < n, skup svih kompleksnih n x k matrica s
ortonormiranim stupcima. Tada se V(n, k) zove kompleksna Stiefelova
mnogostrukost. Grupa U(n) djeluje neprekidno i tranzitivno na V(n, k) sa
UV = UV. Sli¢no kao u (6) zakljucujemo da vrijedi:

(a) V(n, k) je homogeni prostor homeomorfan sa U(n)/U(n — k).

(b) dimV (n, k) = n? — (n — k)? = 2k(n — k) + k?

(¢) V(n, k) je kompaktna i povezana za svaki n i k.

5.2 Grassmannove mnogostrukosti

DEFINICIJA 5.13 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n 1 Gy (X)
skup svih projektora iz L(X) ranga k, k =1,...,n. Tada se G(X) zove k-ti
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Grassmannian od X ili k-ta Grassmannova mnogostrukost od X, a
G(X) = Go(X)UG(X)U--UG,(X) se zove Grassmannian od X. G1(X)
se takoder zove projektivni prostor od X.

Skup svih parcijalnih izometrija iz L(X) ranga k oznacavamo sa I (X),
dok skup svih parcijalnih izometrija iz L(X) oznacavamo sa 1(X). Evidentno
je I(X) =Ih)(X)U L(X)U--UL,(X).

Zamigetimo da je Go(X) = Ip(X) = {0}, Go(X) ={I} i Gx(X) C Ix(X)

za svaki k.

TEOREM 5.14 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n.

(1) Ako je K = R onda je Gx(X) kompaktan i povezan homogeni prostor
dimenzije k(n — k) homeomorfan sa O(n)/O(k) x O(n — k).

(2) Ako je K = C onda je G(X) kompaktan i povezan homogeni prostor
dimenzije 2k(n — k) homeomorfan sa U(n)/U(k) x U(n — k).

Nadalje, u oba sluc¢aja je Gi(X) homeomorfan sa G,_(X), za svaki k.

Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj X = K"il1l < k < n— 1.
Neka je K =R. Grupa O(n) djeluje na Gx(X) neprekidno i tranzitivno sa
Ux P = UPU*. Stabilizator od P € G(X) je izomorfan sa O(k) x O(n — k).
Naime

O(n)poz{[% U02];U1€O(/{?),U2€O(n—k)}, Py = [IO’“ 8]

Sto znaci da je G(X) homogeni prostor dimenzije k(n — k). Kompaktnost
od G (X) slijedi iz kompaktnosti od O(n). Dokazimo da je Gi(X) povezan.
Definiramo p : V(n,k) — Gi(X), 1 < k < n—1,sa p(U) = UU". Tada
je p neprekidno i surjektivno preslikavanje pa zbog povezanosti od V' (n, k)
zakljucujemo da je Gy (X) povezan.

Tvrdnje za K = C dokazujemo na analogan nacin, dok kompaktnost i
povezanost od G (X), u ovo slucaju, slijede iz kompaktnosti i povezanosti
od U(n).

Nadalje, preslikavanje P +— I — P je homeomorfizam izmedu Gp(X) i
Gn—k(X), za svaki k. m

DEFINICIJA 5.15 Neka je X euklidski prostor nad K.

(1) Ako su P,Q € Gr(X), k > 1, i p,, = arccos $,,(PQ), m = 1,...,k,
onda se @, ..., p,. zovu kutovi izmedu P 1 () ili kutovi 1zmedu ravnina
imP 7im Q.

(2) Ako su P,Q € G(X) onda sa PAQ oznacavamo projektor na ravninu
imPNim@Q, a sa PV Q projektor na ravninu im P 4+ im ().
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PROPOZICIJA 5.16 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i
P,Q € G(X). Tada vrijedi:

(1) [[P-Q[ <1

(2) Ako je tr P # tr @ onda je |P — Q|| = 1.

(3) [P — Q[ =singy, P,Q € Gp(X), 1 <k<n—1

Dokaz (1) Buduéida je P—Q = P(I — Q) — (I — P)Q dobijemo

I(P = Q)z|* = IP(I — Q)z|* + I — P)Qz|*
<[ = Q)| + |Q|* = |||

tj. [(P = Qx| <|lzl|, z € X, paje [|[P - Q| <1

(2) Ako je tr P < tr@ onda postoji x € X, x # 0, takav da je Px = 0 i
Qr = x pa za ovaj x imamo ||(P — Q)z|| = ||z|| iz ¢ega slijedi ||P — Q| > 1.
Tvrdnja sada slijedi iz (1). (3) Buduéi da je spektar o(P — Q) sadrzan u
skupu {0, £sing,,...,£sing.}, gdje su ¢y, ..., p, kutovi izmedu P i Q,
dobijemo ||P — Q|| = p(P — Q) = max,, sinp,, =siny,. &

PROPOZICIJA 5.17 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n.
Tada je G(X) resetka s parcijalnim uredajem < i operacijama minimuma
A 1 maksimuma V. Minimalni element ove resetke je 0, a maksimalni I. Na-
dalje, \ 1V su komutativne 1 asocijativne operacije.

Za svaki P,Q € G(X) vrijedi:

(1) PAQ =lim(PQ)™

2)PvQ=I-I-P)N(I-Q)

B)PANQ=I—-(I—-P)V(I-Q)

Dokaz Resetka je parcijalno ureden skup (X, <) u kojem svaka dva elementa
z,y € X imaju minimum z A y i maksimum z V y. Dakle, prva tvrdnja je
evidentna. (1) Zamijetimo da je lim(PQ)™ = lim(PQP)™ i ovaj limes postoji
zbog 0 < PQP < I. Oznac¢imo ga sa . Neka je e ortonormirana baza u X
u kojoj se PQP dijagonalizira. Tada matrica (PQP). ima na dijagonali
se(PQP) = s3(PQ)% k= 1,...,n. Bududi da je 0 < sx(PQ) < 1 dobijemo
sk(PQ)™ — 0 za s,(PQ) < 11 s,(PQ)™ — 1 za s, (PQ) = 1. Dakle, matrica
E. ima na dijagonali onoliko jedinica koliko je singularnih brojeva si(PQ)
jednako 1, a njih ima r, gdje je r = dim(im P Nim @), $to znaci da je
projektor na im P Nim Q. Tvrdnja (2) slijedi iz (1), a (3) je drugi zapis od
(2). m

PRIMJERI 5.18 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije ni P i @)
projektori iz L(X). Tada imamo:
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(1) Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) P<@Q (e) im P C im@
(b) [[Pzl| < | Qz]l, z € X (f) PANQ=7P
(c) PQ="P (&) PVQ=0Q
(d) QP =P

(2) Ako P i @ komutiraju onda je PAQ = PQ, PVQ =P+ Q — PQ.
(3) Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) P AQ =0 ako i samo ako [|[PQ| < 1.

(b) PV Q = I ako i samo ako ||[(I — P)(I — Q)| < 1.
(4) Ako je P AQ =0 onda je

PVQ=P+Q—(I-PQP(I-QP)" —(I-Q)PQU-PQ)”"

(5) Ako su a,b € X onda je udaljenost izmedu ravnina a +im P i b+ im @
dana formulom

dla+imPb+im@Q)=d(a—bimP+im@Q)=|([—-PVQ)(a-—>)
dok je udaljenost izmedu ravnina a 4 ker P i b + ker () dana sa
d(a +ker P,b+ker@Q) = ||(PAQ)(a—b)

(6) Akosu P,Q € Gi(X) i1l <k <n—1, onda vrijedi:
(@) [P+Qll=1+[PQ]
(b) [[PQ — QP < 1/2
(c) [[PQ+ QP| = |[PQI(L + [ PQ)
(d) [|IPQP — QPQ] < 2V/3/9
(e) [PQP +QPQ| = [ PQI*(1 + [IPQ)
(f) IP+ PQP| =1+ [|PQ|?

TEOREM 5.19 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n.
Ako je K =R onda vrijedi:
(1) Ix(X) je kompaktan homogeni prostor homeomorfan sa

O(n) x O(n)/O(k) x O(n — k) x O(n — k)
(2) dim I,(X) = 2k(n — k) + (%)

2
(3) I(X) je povezan za k # n.
Ako je K = C onda vrijedi:

(4) 1:(X) je kompaktan i povezan homogeni prostor homeomorfan sa
Un)xU(n)/U(k) xUn—k)xU(n—k)
(5) dim I,(X) = 4k(n — k) + k?
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Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj X = K"i1 <k <n—1. Neka
je K =1R. Grupa O(n) x O(n) djeluje na I;(X) neprekidno i tranzitivno sa
(Uy,U) x V= U VU;. Stabilizator od V' € I(X) je izomorfan sa O(k) x
O(n — k) x O(n — k). Naime, O(n) x O(n)y, je jednak

{qg allg'&]ermmxh@GOW—@}J@:[%SI

sto znadi da je I(X) homogeni prostor dimenzije 2k(n — k) + (g) Kompakt-
nost od Ix(X) slijedi iz kompaktnosti od O(n) x O(n). Dokazimo da je I;(X)
povezan. Definiramo p : V(n, k) x V(n,k) — I(X), 1 < k < n—1, sa
p(V1, Vo) = V1V . Tada je p neprekidno i surjektivno preslikavanje pa zbog
povezanosti od V(n, k) zakljucujemo da je I(X) povezan. I,(X) = O(n)
nije povezan.

Tvrdnje za K = C dokazujemo na analogan nacin, dok kompaktnost i
povezanost od I (X) slijedi iz kompaktnosti i povezanosti od U(n) x U(n). m

PRIMJERI 5.20

(1) Sve simetri¢ne matrice iz gl,,(R) ¢ine vektorski prostor nad R dimenzije
m = (";1) Sve strogo pozitivne matrice iz G L, (R) ¢ine otvoren skup u ovom
prostoru. Dakle, sve strogo pozitivne matrice iz G L, (R) ¢ine mnogostrukost

dimenzije m = (”;1) Ova mnogostrukost je povezana i nije kompaktna. Ako

je Ae GL,(R) i A= U|A| polarni rastav od A, onda je U € O(n) i |A| >0
pa je GL,(R) homeomorfna (ali nije izomorfna!) produktu mnogostrukosti
O(n) x R™, m = (”;1) Homeomorfizam je definiran polarnim rastavom.
Zamijetimo da G L, (R) nije povezana buduéi da O(n) nije povezana.

(2) Slicno kao u (1) zaklju¢ujemo da je GL,(C) homeomorfna (ali nije izo-
morfna!) produktu mnogostrukosti U(n) x R™ pa je GL,(C) povezana, kao
produkt dviju povezanih mnogostrukosti.

(3) Neka je V'(n, k), 1 <k < n, skup svih realnih n x k matrica s nezavisnim
stupcima. Tada se V'(n, k) zove realna opéa Stiefelova mnogostrukost.
Grupa GL,(R) djeluje na V'(n, k) neprekidno i tranzitivno sa A x V = AV.
Stabilizator od V' € V'(n, k) je izomorfan sa

]k *

mmw%:{L)A]AeGM%mﬁ,%:[%]

Sto znaci da je V'(n, k) homogeni prostor dimenzije n* — n(n — k) = nk.
Zamijetimo da V’(n, k) nije kompaktna i da V'(n,n) = GL,(R) ima dvije
komponente. Buduéi da je SL,(R) povezana i da se svaki V' € V'(n, k),
1 < k < n —1, moze dobiti izbacivanjem nekih stupaca iz A € SL,(R)
zakljuc¢ujemo da je V'(n, k) povezana za 1 < k <n — 1.
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Akoje V e V'(n,k) i A =V*V onda je A € GL(R) i A > 0. Nadalje,
ako je U = VA™Y2 onda je U*U = I tj. U € V(n,k). Dakle, svaki V iz
V'(n, k) se moze napisati, na jedinstven nacin, u obliku V' = U|V|, gdje je
V| = (V*V)Y2i U = V|V|~L. Ovaj rastav zovemo polarni rastav od V.

Polarni rastav definira homeomorfizam od V'(n, k) i V(n, k) xR™, m = (’“2“)

Neka je V'(n,k), 1 < k < n, skup svih kompleksnih n x k matrica s
nezavisnim stupcima. Tada se V'(n, k) zove kompleksna opéa Stiefelova
mnogostrukost. Sli¢cno kao u realnom slucaju zakljuéujemo da je V'(n, k)
homogeni prostor dimenzije 2nk. On je povezan i nije kompaktan. Analogno
kao prije definiramo polarni rastav V = U|V| od V € V'(n, k), pa je V'(n, k)
homeomorfan sa V(n, k) x R¥.

(4) Grupa GL,(R) je homeomorfna (ali nije izomorfna!) produktu R* x
SL,(R). Naime, ako je A = [ay,...,a,] € GL,(R) i @« = det A onda je
B = [fay,a,...,a,] € SL,(R) pa je preslikavanje A — («, B) homeomor-
fizam. Njegov inverz je (a, B) — [aby,bo, ..., b,], za B = [by,...,b,]. Ovaj
homeomorfizam ne ¢uva mnozenje matrica tj. nije izomorfizam. Na slican
nac¢in je GL,(C) homeomorfna (ali ne izomorfna!) produktu C* x SL,(C).

(5) Grupa U(n) je homeomorfna (ali ne izomorfna!) produktu U(1) x SU(n)
Sto se provjeri kao u (4), pri ¢emu je U(1l) = {z € C;|z| = 1} kruznica.
Na slican nacin je grupa O(n) homeomorfna (ali ne izomorfna!) produktu
O(1) x SO(n), gdje je O(1) = {—1,1} grupa od 2 elementa.

TEOREM 5.21 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i My(X)
skup svih operatora iz L(X) ranga k.

Ako je K = R onda vrijedi:

(1) My(X) je homogeni prostor dimenzije 2k(n — k) + k.

(2) Mp(X) je povezan za k # n i nije kompaktan za k # 0.

Ako je K = C onda vrijedi:

(3) My(X) je homogeni prostor dimenzije 4k(n — k) + 2k2.

(4) My(X) je povezan i nije kompaktan za k # 0.
Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj X = K"i1l < k < n— 1.
Neka je K = R. Grupa GL,(R) x GL,(R) djeluje neprekidno i tranzitivno na,
M, (X) sa (A, Ay) x B = A|BA;'. Stabilizator od By = [ ]éf 8 ] je dan sa

{([ 0 ] , [ “ ]);A € GLi(R). A1, Ay € GLn_k(R)}

*

pa je My (X) homogeni prostor dimenzije 2k(n — k) + k?. Definiramo pres-
likavanje p : V'(n, k) x V'(n, k) — Mi(X) sa p(Vi,V3) = ViV5". Tada je p
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neprekidno i surjektivno preslikavanje pa je My (X) povezan kao slika pove-
zanog prostora V'(n, k) x V'(n, k), 1 <k <n — 1.

Zamijetimo da je My(X) = {0} i M,(X) = GL,(R) sto znaci da M, (X)
nije povezan. Nadalje, My(X), k > 1, nije kompaktan buduéi da nije
ogranicen: ako je A € My(X) it € R* onda je tA € My(X).

Tvrdnje za K = C se dokazuju analogno. Povezanost od My (X) slijedi iz
povezanosti od GL,(C). m

PRIMJERI 5.22

(1) Neka je P € Gx(K") i (uq,...,u;) ortonormirana baza u im P. Tada
je P = wuj + -+ + upuj, gdje je ab* matrica ranga 1, za a,b € K"\{0}.
Ako stavimo V = [uy,...,u;] onda je V € V(n, k) (odnosno V € V(n,k))
i P = VV* Prema tome preslikavanje p : V(n,k) — G(R™) (odnosno
p:Vin, k) — Gr(C")), p(V) = VV*, je neprekidno i surjektivno. Nadalje,
1(p( )) =VO(n), zaK=R, ip~(p(V)) =VU(n), za K=C, paje
(a) dim V(n, k) = dim Gk(R”) + dim O(k).
(b) dim V(n, k) = dim Gx(C") + dim U (k).
Grupa O(k) djeluje na V(n,k) sa U xV = VU™, 1 < k < n. Djelovanje
je neprekidno i nije tranzitivno za k < n. Prostor orbita V(n, k)/O(k) je
homeomorfan sa G (R"). Analogna tvrdnja vrijedi za U(k) i V(n, k).

(2) Neka je U € I,(K™), (uq, ..., u;) ortonormirana baza u im U, (vy, ..., v;)
ortonormirana baza u imU* 1 Uv; = u;, ¢ = 1,..., k. Tada je U = w0} +
-+ ugvf suma parcijalnih izometrija ranga 1. Ako stavimo Uy = [uyq, . . . , ug]

i Uy = [v,...,v]) onda su U, Uy € V(n,k) (odnosno Uy, U, € V(n,k)) i
U = U,U;. Dakle, preslikavanje p : V(n, k) x V(n, k) — I;(R™) (odnosno p :
V(n, k) x V(n, k) — I(C")), p(Uy,Us) = U U; je neprekidno i surjektivno.
(3) Neka su {ay,...,ag}i{b1,...,bp} nezavisni u K" i A = a1 +- - -+ agbj.
Tada je A € M (K™) operator ranga k, k = 1,...,n, i svaki operator ranga
k ima ovaj oblik. Ako stavimo U; = [ay,...,ax] 1 Us = [by, ..., bx] onda su
Ui i U, iz opce Stiefelove mnogostrukosti i vrijedi A = U U5 .

TEOREM 5.23 Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i M, (X)
skup svih pozitivnih operatora iz L(X) ranga k. Tada je M, (X) homogeni
prostor i vrijedi:

(1) dim M (X) = k(n— k) + (1), 2=a K=R

(2) d1mM+(X) =2k(n—k)+k* 2a K=C

(3) M7 (X) je povezan i nije kompaktan za k # 0.

(4) M (X) je homeomorfan sa R™, m = ("}'), za K =R.

(5) M

5) M (X) je homeomorfan sa R, za K = C.
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Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj X = K". Neka je K = R.
Grupa GL,(R) djeluje neprekidno i tranzitivno na M, (X) sa AxB = ABA*.
Stabilizator od By € M, (X) je dan sa

{[g Z];UGO(k),AEGLn_k(R)}, BO:[](;‘” 8]

Sto znaci da je M, (X) homogeni prostor dimenzije n? — (g) —n(n—k) =
k(n—k)—l—(kgl). Zamijetimo da je M1 (X) homeomorfan sa R™, m = (";1), pa
je povezan i nije kompaktan. Akoje 1< k<n-—1ip:V'(n k) — M (X),
p(V) = VV* onda je p neprekidan i surjektivan, $to znaci da je M, (X)
povezan i nije kompaktan buduéi da nije ogranicen.

Ako je K= C onda se tvrdnje dokazuju analogno, dok povezanost od
M} (X) slijedi iz povezanosti od GL,(C).

U slucaju k = n je stabilizator od By = I jednak O(n) (odnosno U(n))
iz ¢ega slijede dvije posljednje tvrdnje. m

PRIMJERI 5.24

(1) Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i G2 (X) skup svih pod-
prostora od X dimenzije k. Tada na Gi(X ) postoji jedinstvena struktura
mnogostrukosti takva da je G (X) homeomorfan sa G4(X). Naime, ako je
Y € Gi(X) i P projektor na Y onda je preslikavanje Y — P bijekcija od
G3(X) i Gi(X). Inverz ovog preslikavanja je P — im P. Sada ovom bijekcijom
preselimo strukturu mnogostrukosti sa Gy (X) na G§(X).

(2) Neka je ¢ : K" — K", o(z) = Az + a, gdje je A € gl,,(K) ia € K"
Tada se ¢ zove afino preslikavanje. Afino preslikavanje je bijekcija ako i
samo ako je A € GL,(K). Skup svih afinih preslikavanja ¢ : K* — K”
oznaCavamo sa ga, (K), dok skup svih afinih bijekcija oznac¢avamo sa G A, (K).
Tada je GA, (K) grupa uz kompoziciju i zovemo je opéa afina grupa, dok je
ga,(K) Liejeva algebra uz komutator i ona je Liejeva algebra od G A, (K).

Preslikavanje

A
¥ = [ 0 C{] EGLn—i—l(K)

je monomorfizam grupa pa zakljucujemo da je GA, (K) izomorfna zatvorenoj
podgrupi od GL,1(K). Nadalje, GA, (K) je topoloska grupa i mnogostrukost
dimenzije n? + n, za K = R, odnosno 2n? + 2n, za K = C. Analogno kao
za linearne grupe uvodimo podgrupe od GA,(K), npr. specijalnu afinu
grupu SA,(K) = {y € GA,(K);det A = 1}, ortogonalnu afinu grupu
OA(n) = {p € GA,(R); AA* = I} koju takoder zovemo grupa izometrija
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od R”, unitarnu afinu grupu UA(n) = {y € GA,(C); AA* = I} koju
takoder zovemo grupa izometrija od C" itd.

Zamijetimo da je GA,(K) homeomorfna (ali nije izomorfna!) produktu
GL,(K) x K", a homeomorfizam je dan sa ¢ — (A, a).
(3) Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i G7.(X) skup svih ope-
ratora A € L(X) ranga k, za koje vrijedi A> = A. Tada se G} (X) zove k-ti
op¢i Grassmannian od X. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Ako je A € G7.(X) onda je A poluprost i slican projektoru.

(b) Grupa G svih regularnih operatora iz L(X) djeluje neprekidno i tran-
zitivno na G (X) sa Ax P = APA™L.

(c) Stabilizator od P € G}.(X) je izomorfan sa G Li(K) x GL,,_x(K).
d) G.(X) je homeomorfan sa GL,(K)/GL(K) x GL,_(K).
e) dimG(X)=2k(n—k),za K=R
f) dim G} (X) = 4k(n — k), za K=C
g) Go(X) = {0}, G,.(X) = {I}
h) G.(X) je povezan i nije kompaktan za k # 0, n.
i) Preslikavanje P — I — P je homeomorfizam od G, (X) i G}, _,(X).
j) G%(X) je homeomorfan sa Gi(X) x RE®=%) 73 K = R.
k) G (X) je homeomorfan sa Gj(X) x R%*0=%) 73 K = C.
) Akoje S =2P — 11 ¥ : GL(X) — GI(X),

U(P) = (I + S8*S)Y2P(I 4 5*9)~1/

onda je V(P)* = U(P) tj. V(GL(X))=G(X). Nadalje, ¥V(P) = P, za P €
G(X). Preslikavanje ¥ zovemo retrakcija.
(4) Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i M’ skup svih operatora
A € L(X) za koje vrijedi:

() pa(z) = (x—A1) -+ (x—Ap), gdje su Aq, ..., Ay, € Rrazlicitiim > 2.

(b) pa(z) =(x = A)™ - (x — A\p)"™, ny + -+ + npy, = n.
Nadalje, neka je M = {A € M’; A normalan}. Tada vrijedi:

(¢) M' je homeomorfan sa GL,(K)/GL,,(K) x --- x GL,,, (K).

(d) Ako je K=R onda je M kompaktan i povezan homogeni prostor
homeomorfan sa O(n)/O(ny) X -+ x O(ny,).

(e) Ako je K =C onda je M kompaktan i povezan homogeni prostor
homeomorfan sa U(n)/U(ny) X -+ X U(ng,).
(5) Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i M skup svih normalnih
operatora A € L(X) za koje vrijedi A2 = I. Ako je A € M onda vrijedi:

(a) A je unitaran i hermitski.

(b) Ako je A # I onda je py(z) = 2% — 1.

(c) P=1(I + A) je projektor tj. P € G(X).

(d) Ako je My = {A € M;tr A =2k —n} onda je My = 2G,(X) — 1.
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(e) My je kompaktan i povezan homogeni prostor homeomorfan sa Gy (X).
(f) M = My U M, U- - UM,
(g) M =2G(X) — 1.
(6) Neka je X euklidski prostor nad K dimenzije n i G¢(X) skup svih afinih
preslikavanja
Ypo: X =X, ¢p,(r)=Pr+a

gdje je P € Gi(X) i a € ker P. Tada se G%(X) zove k-ti afini Gras-
smannian od X. Preslikavanje ¢p, se zove afini projektor na ravninu
IT = a + im P. Vrijede sljedeée tvrdnje:

(a) G¢(X) je homeomorfan sa Gj(X) x R"* za K = R.

(b) G¢(X) je homeomorfan sa G(X) x R2 "% za K = C.
pri cemu je homeomorfizam, u oba slucaja, zadan sa ¢p, — (P, a).

(¢) Definiramo preslikavanje ¢ : G¢(K") — G (K"™) sa

1 (1+||a||®)P + aa* a
ZD(%OP,Q) - 1+ HCLH2 a* 1

Tada je v neprekidno i injektivno, ali nije surjektivno preslikavanje. Nadalje,
P(G4(X)) je otvoren podskup u Gpyq (K" 1) i

P(GE(X)) = {P € Gpa(K"); Pepyy # 0}

5.3 Simplekticke strukture

PROPOZICIJA 5.25 Neka je J konjugiranje na C". Tada vrijedi:

(1) Postoji jedinstvena matrica A € GL,(C) takva da je AA=11i Jz =
AZ, za svaki z € C™.

(2) Ako je A € GL,(C) i AA = I onda postoji T € GL,(R) takva da je
A = exp(iT).

(3) Ako je Jz = exp(iT)z, z € C", onda je J normalno konjugiranje ako
1 samo ako je T' stmetricna matrica.

Dokaz (1) Svaki antilinearni operator J na C" ima oblik J = AJy, gdje je
A € GL,(C) i Jy standardno konjugiranje na C" tj. Jyz = Z, z € C". Sada
iz J? = I slijedi AA =1.

(2) Neka je A = Ay +iAy € GL,(C), A1, Ay € GL,(R). Tada je relacija
AA = I ekvivalentna sa A; Ay = Ay Ay i A2+ A2 = I pa postoji T € GL,(R)
takva da je Ay =cosT i Ay =sinT tj. A = exp(iT).

(2) J je normalno konjugiranje ako i samo ako je (Jz|Jw) = (w|z), za svaki
z,w € C", a ovo je ekvivalentno simetricnosti od 7. m
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TEOREM 5.26 Neka je X euklidski prostor nad C dimenzije n, J'(X) skup
svih konjugiranja na X 1 J(X) skup svih normalnih konjugiranja na X. Tada
vrijeds:

(1) J'(X) je povezan homogeni prostor dimenzije n?, homeomorfan pros-
toru GL,(C)/GL,(R).

(2) J(X) je kompaktan i povezan homogeni prostor dimenzije (”;1), ho-
meomorfan sa U(n)/O(n).

(3) Ako je n > 2 onda J'(X) nije kompaktan.

(4) J'(X) je homeomorfan sa J(X) x R™, m = (}).

(5) Ako jen =1 onda je J'(X) = J(X).

Dokaz Tvrdnje je dovoljno dokazati za X = C". Grupa GL,(C) djeluje ne-
prekidno i tranzitivno na J'(X) sa AxJ = AJA™!. Stabilizator standardnog
konjugiranja Jy je jednak GL,(R). Povezanost od J'(X) slijedi iz poveza-
nosti od GL,(C) pa smo time dokazali (1). Nadalje, grupa U(n) djeluje
neprekidno i tranzitivno na J(X) sa U x J = UJU*. Stabilizator standard-
nog konjugiranja Jy je jednak O(n). Kompaktnost i povezanost od J(X)
slijedi iz kompaktnosti i povezanosti od U(n), pa slijedi (2). Po prethodnoj
propoziciji je J'(X) homeomorfan sa {expiT;T € GL,(R)}, a ovaj skup nije
kompaktan, za n > 2, buduéi da nije ograni¢en. Buduéi da je GL,(C) ho-
meomorfna sa U(n) x R”, a GL,(R) sa O(n) x R%, s = ("11), zakljucujemo
da je J'(X) homeomorfan sa J(X) x R” =%, (5) slijedi iz (4). m

PROPOZICIJA 5.27 Neka je X wvektorski prostor nad R dimenzije 2n i
K(X)={K € L(X); K* = —I}. Akoje K € K/(X) i A = M\ +iX\ € C

onda definiramo mnozZenje s kompleksnim skalarom sljedecom formulom
Ax = ()\1]"‘)\2]()1‘, reX

Tada X postaje vektorski prostor nad C, s ovim mnoZenjem sa skalarom, 1
oznacavamo ga sa Xg. Za njega vrijeds dim X g = dim X.

Kazemo da K € K'(X) definira kompleksnu strukturu na real-
nom prostoru X, a kompleksni vektorski prostor X g zovemo simplekticka
kompleksifikacija od X.

Dokaz Za Xk se neposredno provjere aksiomi vektorskog prostora, pa je
Xk vektorski prostor nad C. Zamijetimo da su po definiciji X i Xg jednaki
kao skupovi, operacija zbrajanja je ista u X i u Xg, a razlikuju se samo
operacije mnozenja sa skalarom. Nadalje, restrikcija na R nove operacije
mnozenja s kompleksnim skalarom je jednaka staroj operaciji mnozenja s
realnim skalarom. m
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PROPOZICIJA 5.28 Neka je X euklidski prostor nad R dimenziye 2n,
K'(X) i Xk iz prethodne propozicije i K(X) skup svih normalnih operatora
iz K'(X). Ako je K € K(X) onda je formulom

(z|y)x = (z|y) +i(z|Ky), v,y € X

definiran skalarni produkt na Xy, pri cemu je (z|z)x = (z|x), © € X.

Nadalje, vrijedi:

(1) L(X) = {4 € L(X); AK = K 4}

(2) LY(Xk)={A € L(X);AK = —KA}

(3) L(X) = L*(Xk) = L(Xk) + L*(Xk)

(4) J'(Xg)={J € L(X); JK = —KJ, J? =1}

(5) J(Xk) ={J € J'(Xk); (Ja|Jy) = (z]y), =,y € X}

(6) Restrikcija operacije adjungiranja iz L(X) na L(Xf) je jednaka ope-
raciji adjungiranja na L(Xf).

Dokaz Ako je K € K(X) onda je K antisimetri¢an i ortogonalan operator,
o(K) = {i,—i}, pp(z) = 22 + 11 pg(x) = (2% + 1)". Aksiomi skalarnog
produkta za (.|.)x se provjere neposredno, koriste¢i antisimetricnost od K.
Neka je A € L(X). Tada je A € L(Xk) ako i samo ako je A(i-x) =i - Az,
r € X, tj. AKx = KAz, x € X, pa smo dokazali (1), dok se (2) dokazuje
analogno. Preostale tvrdnje slijede iz (1) i (2). m

TEOREM 5.29 Neka je X euklidski prostor nad R dimenzije 2n. Tada
vrijeds:

(1) K'(X) je homogeni prostor dimenzije 2n*, homeomorfan homogenom
prostoru G Lo, (R)/G L, (C).

(2) K'(X) nije kompaktan i ima dvije komponente.

(3) K(X) je homogeni prostor dimenzije n(n— 1), homeomorfan prostoru
O(2n)/U(n).
) K(X) je kompaktan i ima dvije komponente.
) K'(X) je homeomorfan sa K(X) x R*n+1),

Dokaz Tvrdnju je dovoljno dokazati za X = R?". Grupa GLs,(R) djeluje
neprekidno i tranzitivno na K’(X) sa A x K = AKA™'. Stabilizator je izo-

morfan sa GL,(C). Naime, stabilizator od Ky = [ 0~

I 0 ]Jedansa

A —A .
GL2n(R)K0 = {[ A; A12 ] ;Al,Az - gln(R), det(A1 + ’I,Ag) 7é 0}

i jednak je ®(GL,(C)), gdje je ® operator Jy-dekompleksifikacije iz 1.16.
Dakle, K'(X) je homogeni prostor i dim K'(X) = 4n? — 2n? = 2n? Ako
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0 —A"!
A 0
| K[| = max{||A]|, [|A~}||}, $to znaci da || K|| moze biti po volji velika, iz cega
slijedi da K’(X) nije kompaktan prostor. Buduéi da grupa GLs,(R) ima
dvije komponente, a stabilizator je povezan, zaklju¢ujemo da K'(X) takoder
ima dvije komponente.

Grupa O(2n) djeluje neprekidno i tranzitivno na K (X)sa UxK = UKU*.
Stabilizator od K je dan sa

je A € GL,(R) simetricna matrica onda je K = ] c K'(X) i

M%mg{[%_gﬂﬂA%EMﬂMLMH%EWM}

i jednak je ®(U(n)). Dakle, K(X) je homogeni prostor i dim K (X) = (%') —
n? = n(n — 1). Kompaktnost od K (X) slijedi iz kompaktnosti od O(2n).
Buduéi da O(2n) ima dvije komponente, a stabilizator U(n) je povezan,
zakljucujemo da K (X) takoder ima dvije komponente. Posljednja tvrdnja

slijedi iz (1) i (3). Ako je n =1 onda je K(X) = {Ky,—Ky}. =
PRIMJERI 5.30

(1) Neka je X vektorski prostor nad R neparne dimenzije. Tada je K'(X)
prazan skup tj. ne postoji K € L(X) takav da je K? = —I, §to znaci da na
X nema niti jedne kompleksne strukture.

(2) Neka je @ : gl,(C) — gla,(R) operator Jy-dekompleksifikacije

o [A -4 o -1 (I o0
(I)(A1+ZA2)—[A2 All, Ko—[] O], J()—[O _[]

Tada vrijedi:
(a) @ je injektivan i R-linearan.

(b) ®(AB) = ¢(A)¢(B)>@(A*)=:¢(AV'

(c) ®(il) = _

(d) o(®(A )) = o(A)Uo(4)

(e) @(f(A)) = f(®(A)), | € Rlz]

(f) det ®(A) = | det A|?

(g) (|A]) = [2(A)], |B(A)] = [|A[], p(®(A)) = p(A)

(h) Ako je X =R?" onda je Kq € K(X) i Jy € J(X). Nadalje, vrijedi
L(XKO) = { [ ﬁ; Aib ] ;A17A2 € gln(R)}

A A
LG(XKO) - { [ A; _14211 ] ;A17A2 € gln(R)}
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(3) Neka je Sp(n) skup svih A € G L, (R) takvih da je ATKqA = Ky, gdje
je Ky iz (2). Tada je Sp(n) zatvorena podgrupa od GLs,(R) i zovemo je
simplekticka grupa. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Liejeva algebra od Sp(n) je sp(n) = {A € gla,(R); A" Ko+ KA = 0}.

(b) A € sp(n) ako i samo ako je KyA simetri¢na matrica, $to znaci da je
Ky - sp(n) jednak skupu svih simetri¢nih matrica iz gla, (R).

(c) dim Sp(n) = 2n% +n

(d) Sp(n) je povezana i nije kompaktna.

(e) ®(U(n)) = Sp(n) N O(2n)
(4) Neka je X euklidski prostor nad R dimenzije 2n, K € K(X)ib: XxX —
R, b(x,y) = (x| Ky). Tada se b zove simplekticka forma na X, a uredeni
par (X,b) se zove simplekticki prostor. Kazemo da A € L(X) ¢uva
simplekticku formu ako vrijedi b(Ax, Ay) = b(x,y), z,y € X. Skup svih
operatora koji ¢uvaju simplekticku formu oznacavamo sa Sp(X,b).

(a) Sp(X,b) je grupa i zovemo je simplekticka grupa od (X, b).

(b) Sp(X,b) ={A e L(X);A*KA =K}

(c) Sp(X, by) je izomorfna sa Sp(X, by), za svake dvije simplekticke forme.

(d) Sp(X,b) je izomorfna sa Sp(n).

(e) Liejeva algebra od Sp(X, b) je sp(X,b) = {A € L(X); A*K+KA = 0}.
Ako je A € sp(X,b) onda se A zove Hamiltonian.



Poglavlje 6

Tenzorski produkti

Vektorski prostori koje promatramo u ovom poglavlju su konac¢no dimenzi-
onalni, ako nije receno drukcije.

DEFINICIJA 6.1 Neka su Xi,...,Xy, k € N, vektorski prostori nad K.
Tada se vektorski prostor L(X;,..., X K) svih multilinearnih funkcionala
z 1 Xy x - x X} — K zove tenzorski produkt prostora X;,..., Xy i za
njega uvodimo oznaku X1 ® --- ® Xi. Svaki element ovog prostora zovemo
tenzor. Ako je x; € X;, 1 = 1,...,k, onda se multilinearni funkcional
1 ® - Qxy definiran sa

(1@ @ak)(f1,. -, fr) = frlw) - falzw), fi € X{

zove tenzorski produkt vektora xq, ..., x,. Ako su svi vektori x; # 0 onda
sex1 Q- x zove tenzor ranga 1.

PROPOZICIJA 6.2 Neka su Xy, ..., X} vektorski prostori nad K 1 x; €
X;,t1=1,...,k. Tada vrijedi:

(1) Tenzorski produkt vektora je asocijativan.

(2) Tenzorski produkt vektora je linearan po svakoj varijabli.

(3) 21 ® -+ @z, =0 ako i samo ako je x; =0, za neki i.

Dokaz Slijedi neposredno iz definicije. =

PROPOZICIJA 6.3 Neka su Xi,..., X, vektorski prostori nad K. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

(1) dimX; ® - -+ ® X = dim X - - - dim X,
2)(Xi® - Xp) =X{® -0 X}
B) XK=K®X =X
(4) Ako je X; = X, za svaki i, onda se X1®- @ X} oznacava sa QX i za
njega vrijedi (R X) @ (RmX) = QpemX. Uvodimo posebne oznake @9 X =K
i1 X = X.

90
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Dokaz (1) Neka je el = (egi), e 65,?) baza u X;, ¢ = 1,..., k. Neposredno
se provjeri da je

Ve . .@el= {eEP@---@eEf);il =1,...,n0,...,0g=1,...,n%}
baza u X; ® - - - ® Xy, iz ¢ega slijedi dim X; ® - - - ® X = dim X - - - dim X}.
(2) Slijedi iz definicije. (3) Preslikavanja * ® a — a ® x — az, a € K,
x € X, su izomorfizmi pa identificiramo ova tri prostora. Posljednja tvrdnja
je evidentna. m

DEFINICIJA 6.4 Neka su Xq,..., X, 1@ Yq,...,Yvektorske prostori nad
K i A € L(X.,Y;), i = 1,...,k. Definiramo operator A1 ® --- ® Ay sa
X1® X, uY®- --®Yy prvo na tenzorima ranga 1 formulom

(A ® - QA1 @ Qug) = A1 Q-+ - @ Ay,

a onda ga prosirujemo po linearnosti na cijeli prostor. Ovaj operator zovemo
tenzorsk: produkt operatora A;, 1 =1,..., k.

PROPOZICIJA 6.5 Ako su A; € L(X;,Y;) i B; € L(Y;, Z), i = 1,... ,k,
onda vrijede sljedece tvrdnje:

(1) (B1® - ®@Br)(A1®--- @A) = BiAI ® -+ - @ B Ay

(2) Ako je X; = X, Y, =Y 1 A, = A, B; = B, za svaki i, onda se
A ® - @ Ay, oznacava sa QA i vrijedi (9xB)(QrA) = BA i QraA =
o @i, A. Uvodimo posebne oznake @A =11 @A = A.

B) LX1® - @ X, Y1®- - ®@Yy) = L(X1,Y1) @+ - @ L(Xy, Yr).

Dokaz (1) Lijeva i desna strana su jednake na tenzorima ranga 1, a onda i
na cijelom prostoru. (2) Ovo je specijalni slucaj od (1). (3) Ova dva prostora
imaju istu dimenziju, a desni je sadrzan u lijevom pa su jednaki. m

PROPOZICIJA 6.6 (1) X ® Y je kanonski izomorfan sa L(Y*, X) i sa
L(X*,Y).

(2) X ® X* je kanonski izomorfan sa L(X) i sa L(X™).

(3) X5 ® Xy ® X3 je kanonski izomorfan sa L(X}, L(X5, X1)), a takoder
i sa L(XT, L(X5, X3)).

Dokaz (1) Neka je @ : X ®@ Y — L(Y*, X), P(z®vy)f = f(y)z, x € X,
y €Y, f € Y* prosiren po linearnosti na X ® Y. Tada je ® izomorfizam
vektorskih prostora i on ne zavisi od baze tj. ® je kanonski izomorfizam. U
drugom sluc¢aju definiramo ® sa ®(z @ y)f = f(v)y, v € X,y €Y, f € X*.
(2) 1 (3) slijede iz (1). m
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TEOREM 6.7 Ako je A€ L(X) i B € L(Y) onda vrijedi:

(1) Ako su A i B poluprosti (odnosno nilpotentni, unipotentni) onda je
A ® B poluprost (odnosno nilpotentan, unipotentan).

(2) Ako su A = P+ Ny i B = P+ Ny Jordanovi rastavi onda je AQ B =
P, ® P, + N Jordanov rastav, gdje je N = P @ No + N1 ® P, + N1 ® Ny
nilpotentni dio od A ® B.

3) c(A® B) =0d(A)a(B) = {MA; A\ € 0(A), A2 € 0(B)}

4 trA® B=trAtrB

(5) det A® B = (det A)"(det B)", n =dim X, m = dimY

(6) tr @z A = (tr A)F

(7) det @z A = (det A)®, gdje je a = kn*~!
Dokaz Ako se A dijagonalizira u bazi e, a B u bazi u onda se A® B dijagona-
lizira u bazi e ® u, a dijagonalni elementi su produkti dijagonalnih elemenata
od A i B. Bududi da je (A ® B)* = A* ® B* zakljucujemo da je A ® B
nilpotentan ¢im je A nilpotentan ili B nilpotentan. Time smo dokazali (1),
(2) i (3). Preostale tvrdnje slijede iz (3). m

6.1 Simetricni i antisimetriéni produkti

DEFINICIJA 6.8 Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n, o per-
mutacija skupa {1,...,k} i e, predznak od o. Definiramo operatore P(c), Sy
1 A iz L(@kX) sa: P(O’)(J?l QX Jfk) = To-1(1) @+ & Tg-1(p) 1

Sy =13 P0), Ax=L1Y, cP0o)

Tada se operator Sy zove operator simetrizacije, dok se operator A, zove
operator antisimetrizacije na QpX. Tenzor z se zove stmetriénit ten-
zor ako vrijedi Spz = z. Vektorski podprostor suvih simetri¢nih tenzora
12 QX oznacavamo sa OrX. Tenzor z se zove antisitmetricnt tenzor
ako vrigedi Apz = z. Vektorski podprostor svih antisimetriénih tenzora iz
KX oznacavamo sa N X. Uvodimo posebne oznake ©gX = NogX = K 1
®1X = /\1X = X

Operator Ni, = I — S, — A, k > 2, se zove operator asimetrizacije na
®RiX. Tenzor z se zove asimetriéni tenzor ako vrijedi Nz = z. Vektorski
podprostor svih asimetricnih tenzora iz QX oznacavamo sa Vi X.

PROPOZICIJA 6.9 Vrijede sljedece turdnge:
(1) P(oo’) = P(o)P(o’)
(2) P(o) @, A = (®,A)P(0), A e L(X)
(3) P(U)Sk — SkP(O') — Sk;
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(4) P(o) A, = ApP(o) = e, Ay
(5) S = S, A2 = Ap, AtSy, = Sp A, =0, k > 2
(6) N2 = Ni, NpApy = Ni S, =0, k > 2

Dokaz (1) i (2): Lijeva i desna strana su jednake na tenzorima ranga 1, a
onda i na cijelom prostoru. (3) i (4) slijede iz (1), dok (5) slijedi iz (3) i (4)
sumiranjem po o. (6) slijedi iz (5). =

DEFINICIJA 6.10 Neka je X wvektorski prostor nad K ¢ xq1,..., 2z, € X.
(1) Tenzor x1®- - Oxp = Sp(r1® - - - ®xy) se zove simetriéni produkt
vektora x1,...,x, € X.
(2) Tenzor x1 A -+ ANz = Ap(z1 @ -+ ® x) se zove antisimetriéni
produkt vektora x1, ...,z € X.

PROPOZICIJA 6.11 Neka je X wektorski prostor nad K dimenzie n.
Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(1) dim ®, X = n*
2) dim X = (")
3) dim A X = (})
4) dim Vi X = nF — ("N — (1), k> 2
) X = O X + A X + Vi X, k> 2
) Vo X ={0} i AgX ={0}, zak >n
) Ako je n =1 onda je @, X = O X, za svaki k € Ny.

(
(
(
(5
(6
(7
Dokaz Neka je e = (eq,...,e,) baza od X. Tada je
{6i1®"‘®€ik;i1,...,ik:1,...,n}
baza od ®;X pa je dim ®, X = nF. Baza od ©, X je
{€i1®"'®€ik;il7"'7ik:17"'7”7 ZlSSZk}
pa je dim ©x X = (""F7"). Nadalje, baza od ApX je
{6@1/\"'/\6ik;i1,...,ik:1,...,TL, i1<"'<ik}

pa je dim AL X = (Z) Baze od ®pX i AxX smo dobili preslikavajuéi bazu od
®rX operatorima S; i A pri ¢emu smo izbacili nulu, naime ovi operatori

poniste neke bazne elemente. Time smo dokazali (1),...,(4). Tvrdnja (5)
slijedi iz prethodne propozicije (iz (5) 1 (6)). (6) i (7) slijede iz (1),...,(5). =
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PROPOZICIJA 6.12 Neka je X wvektorski prostor nad K, x1,...,x, € X
v f1,..., fr € X*. Tada vrijedi:

) (:I?1® ka:)(fla---afk) ! per[fl(x])]
)(331/\"°/\x/€)(f17"'7fk) 1.det[f( )]

)21 ® - ©xp =0 ako i samo ako je x; = 0, za neki i.

yxi A ANz =0 ako 1 samo ako su xq, ..., T} 2aVisni.

) 1 © -+ O xy je invarijantan na permutacije.
)1’0(1)/\---/\$U(k) =cs - T1 N NTg

Dokaz (1) Imamo

(x1®®33k)(f177fk) - %Zamg_l(l)®.”®x0_1(k)(f17"'7fk)
=11 2o J1(@e1) - fel@o-1a)
= 1 20 [1(To) - (@) = 3y per[fi(z))]

(2) Analogno kao (1). Tvrdnje (3) 1 (4) slijede iz (1) i (2), dok (5) i (6) slijede
17 P(O’)Sk = Sk 1 P(U)Ak = EU.Ak. |

LEMA 6.13 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n, A € L(X) 1
k > 2. Tada su podprostort ©®p X, A\ X @ Vi X invarijantni na QA.

Restrikcije operatora @, A na O X, A\ X 1 Vi, X oznacavamo redom sa
OrA, N A 1 VLA, Uvodimo dodatne oznake ©gA =1, ©1A = A, NgA =11
MA = A. Zamyetimo da je VoA =0, NtA =0, za k > n, 1 vriyedi jednakost
QA = OrA+ NeA+ VA, k> 2.

Dokaz Buduéi da je P(o) ®x A = (®1A)P(0), za svaku permutaciju o,
zbrajanjem po o dobijemo Ay ®r A = (R A) A 1 S @ A = (®A)Syk, a onda
i Vi @k A = (Q1A)N,. Sada tvrdnja slijedi iz O, X = im S, A X = im Ay i
ka = lme |

PROPOZICIJA 6.14 Neka je X wvektorski prostor nad K, x1,...,x, € X
i A, B e L(X). Tada wz’jedz’:

( ) (ORA) (21 © - Oap) = Az © -+ © Az,

(2) (/\,gA)(a:1 /\ “Naxg) = Az A+ N Axy,

(3) (QkA)(QkB) OrAB

(4) (AA)(AB) = A AB

(5) k;OéA—Oék@kA ac K

(6) AgaA =af A A, a € K
Dokaz Sve tvrdnje slijede neposredno iz definicije i analognih svojstava ope-
ratora @, A. m
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TEOREM 6.15 Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n, A € L(X)
io(A ) = {A1,..., \u}. Tada vrijedi:
)—{)\ e Zk,zl...,zkzl,...,n}
O’(@kA) {)\“” lk,il...,ikzl,...,n,ilS---Sik}
(ARA) =N, Aty ig =100 0m, 0y < -+ - <}
= (det A)*, gdje je v = %("Jrk_l)

det AyA = (det A)o‘a a="()

o9
Q
O,
Pl
D>

Dokaz (1) Slijedi iz Teorema 6.7, a na slican na¢in kao u ovom teoremu
dobijemo (2) i (3), koristeé¢i prethodnu propoziciju (tvrdnje (1) i (2)). (4) Iz
(2) slijedi det ©, A = (det A)*, za neki a. Ako sada stavimo A = tI dobijemo
thdmORX — yna 75 gvaki ¢, pa je na = kdim©®pX tj. a = %dim@kX.
Tvrdnja (5) se dokazuje slicno. m

PROPOZICIJA 6.16 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n 1
A € L(X). Tada jeim @A = @ im A. Slicno vrijedi za ©rA i A\, A. Nadalje,
ako je r(A) = rang(A) =r onda je

(1) r(@rA) =1
(2) (@A) = ("37)
(3) r(AwA) = (3)

Dokaz Prva tvrdnja je evidentna za ®, a onda slijedi i za ® i A. Ostale
tvrdnje slijede iz prve tvrdnje i formule 7(A) = dimim A. =

PROPOZICIJA 6.17 Neka je X wvektorski prostor nad K dimenzije n 1
A€ L(X). Tada vrijedi:
(1) det(I + zA) = exp Y (—1)* 22k tr A%, za |2 < 1/p(A)

k>1
(2) det(I — zA)t = S trOpA - 25, za |2| < 1/p(A)
k>0
(3) det(I + 2A) = Y. trApA- 28, 2 € K
k=0
(4) pa(z) = 3 (=1)"FtrAppA- 2%, 2 €K

k=0

Dokaz (1) Neka je o(A) = {\,..., A\ } 1 |z] < 1/p(A). Tada imamo

log det(] + zA) = log H (14 2x,) = D log(1 4+ zAx)
k=1

=1

[
Ms

( 1)m+1%2,m)\zz — Z (_1)m+1%2,m Z )\Zz
>1 m>1 k=1

( 1)m—|—11 mtI'Am
1

a
Il
[y

3
Y%
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iz cega slijedi trazena formula. (2) Po Teoremu 6.15 za |z| < 1/p(A) je

1
(T —2A1)---(1—=2\,)

= > (M) 2 (2Aa)

k120 kn >0

=3 ... 3 )\’fl . "Ai” . Rtk

k120 kn>0

SN Al = e

k>0 ki4-—+kn=Fk k>0

det(] — zA)™! =

(3) Ponovo po Teoremu 6.15 imamo det(l + zA) = (1 + 2zX) - (1 + 2z)\,) =
T+ A+ X))zt A A2 = D tr AgA - 2% (4) Slijedi iz (3). m
k=0

KOROLAR 6.18 Vrijede sljedece tvrdnje:
(1) tr ©2A = S(tr* A+ tr A?)

(2) tr AgA = S(tr? A — tr A?)
(3) tr ©3A = ¢(tr* A+ 3tr Atr A* + 2tr A®)
(4) tr AsA = 2(tr* A — 3tr Atr A% + 2 tr A?)

Dokaz Koriste¢i formulu (1) iz prethodne propozicije razvijemo u Taylorov
red det(I — zA)™! i det(I + 2A) do treée potencije, a onda usporedimo ko-
eficijente redova koristeci formule (2) i (3) iz prethodne propozicije. Na ovaj
nacin se mogu dobiti formule za tr ©®, A i tr AL A, za svaki k, ali su one prilicno
komplicirane pa ih ne navodimo. m

PROPOZICIJA 6.19 Neka su X4, ..., X unitarni prostori: nad K. Tada
je X1 ® - - ® Xy unitarni prostor nad K sa skalarnim produktom definiranim
na tenzorima ranga 1 sa

(21 @ @uplyr @ @ yk) = (za|y1) - - - (Tk|ys)
1 prosirenim po linearnosti. Nadalje, vrijedi
|21 @ - @ || = ||xo|| -+ - |2k, z€ Xy, i=1,...,k
Dokaz Aksiomi skalarnog produkta se provjere neposredno. m

PROPOZICIJA 6.20 Neka je X unitarni prostor nad K. Tada za svaki
Tlyevoy Tk YL, -+, Yp 12 X vrigeds

(1) (21 @ O alys © -+~ O yr) = 75 per|(wly;)].

(2) (wr Ao Aaglyr A Age) = 5 det[(a]y;)].
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Dokaz Zamijetimo prvo da je P(c)* = P(o~!) = P(o)™ !, sto znaci da je
operator P(o) unitaran, pa su Sy i Ay projektori, za svaki k. Sada imamo

(21 @ Qakly1 @+ O yk)

/N

Sk ($1®“°®$k)\5k(yl®"'®?Jk:))
- QTp|Sk( @ - @ Yk))
Q| Dy Yo1(1) @ @ Y1 (k)
(fcl ® @ Tx|Yo-1(1) @ @ Yo1(k))
o (@1|Yo-1(1)) -+ (mk‘ya—l(k))
(x1|ya ) ‘($k|ya(k))

Il
B ®

|
[T
MMM®®

x>

iz ¢ega slijedi prva formula. Druga formula se dokazuje slicno. m

TEOREM 6.21 Neka su X @Y unitarni prostori nad K, A € L(X) i B €
L(Y). Tada vrijedi:

(1) (A® B)* = A*® B*

(2) (®rA)* = ®@xA*. Slicno vrijedi za OrA i N A.

(3) Ako je A normalan (odnosno: hermitski, unitaran, projektor, par-
cijalna izometrija) onda je @A normalan (odnosno: hermitski, unitaran,
projektor, parcijalna izometrija), za svaki k. Slicno vrijedi za OpA i A A.

Za antihermitske operatore ova tvrdnja vrijedi samo za neparne k.

(4) Ako su A i B regularni onda je A ® B regularan i (A ® B)™! =
Al'® B~

(5) Ako je A regularan onda je @iA regularan, za svaki k, i vrijedi jed-
nakost (R A)™t = @, AL Slicno vrijedi za ORA 1 N A.

Dokaz (1) (A® B)r @ yle' @ y') = (Ar @ By|r' @ y') = (Az|2")(Byly') =
(x|A*2")(y|B*Y') = (x®y|(A*® B*)2’ ®1') pa dobijemo trazenu formulu. (2)
Slijedi iz (1). (3) Slijedi iz (2), Propozicije 6.5 i Propozicije 6.14. (4) Slijedi
iz Propozicije 6.5. (5) Slijedi iz (4) i Propozicije 6.14. =

KOROLAR 6.22 Neka su X i Y wunitarni prostori nad K, A € L(X) 1
B e L(Y). Tada vrijedi:

(1) [A® B| = |A| @ |B]

(2) | @k Al = ®4|A|. Slicno vrijedi za ©rA i AGA.

(3) Ako su A = U|A| ¢ B = V|B| polarni rastavi onda je polarni rastav
od A® B dan formulom A® B= (U V)(|A| ® |B|).

(4) Ako je A = U|A| polarni rastav onda je @A = (U )(®k|A|) takoder
polarni rastav. Slicno vrijedi za O A 1 ALA.

Dokaz Slijedi neposredno iz prethodnog teorema. m
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KOROLAR 6.23 Neka je X unitarni prostor nad K dimenzige n 1 A, B €
L(X). Tada vrijedi:

(1) p(A® B) = p(A)p(B)

(2) p(@xA) = p(©OrA) = p(A)*, k € No

(3) Ako je o(A) ={),...; A} @ | M| >+ > |\, onda je

p(AeA) = M| ], k=1,....m

4) || @x Al = || ok Al = | A", k € Ny
(5) I "k Al = s1(A)---su(A), k=1,...,n

Dokaz Slijedi iz prethodnog korolara i Teorema 6.15. m

KOROLAR 6.24 Neka je X wunitarni prostor nad K dimenzije n 1 A €
L(X). Tada vrijedi:
(1) | @k All, = | All;, k € No, p € [1,00]
(2) sk (@A) = 5,(A)F, k € Ny
(3) S(n+:_1) (OrA) = Sn(A)k, k € Ny
(4) s(z)(/\kA) = Sp(A)sp_1(A) - sp_ps1(A), k=1,....n

Dokaz Slijedi iz Korolara 6.22 i Teorema 6.15. =

KOROLAR 6.25 Neka je X unitarni prostor nad K. Tada je operator
P(o) unitaran, za svaku permutaciju o, dok su Sy, Ax i Ny projektori.
Nadalje, vrijede sljedece tvrdnje:

(1) tr Sk = (an_l), tr A = (Z), tr NVj, = nF — (nH,:_l) — (Z), k> 2

(2) Podprostori OxX, N\ X i Vi X su ortogonalni, za k > 2.

(3) Svaki z € @i X, za k > 2, se moZe napisati, na jedinstven nacin,
u obliku z = z1 4+ 29 + 23, gdje je z1 simetrican, zo antisimetrican, a 23
asimetrican tenzor, pri cemu vrijedi ||z||* = ||z1||* + [|2z2||* + || z3]|*.

Dokaz Tvrdnje (1) i (2) slijede iz Propozicije 6.9 1 6.11, a (3) iz (2). =

KOROLAR 6.26 Neka su X 1Y unitarni prostori nad K dimenzije n i m,
Ae L(X)iBeL(Y). Tada vrijedi:

(1) Ako su A=} \ APy i B =) uQ, spektralni rastavi onda se spek-
tralni rastav od A@ B =7, > AuP\ ® Q, dobije grupiranjem clanova uz
1ste produkte .

(2) Ako su A =3\ AUy 1 B =% uV, Schmidtovi rastavi onda se Sch-
midtov rastav od A® B =}, > AUy @V, dobije grupiranjem ¢lanova uz
1ste produkte .

(3) Singularni spektar od A® B je jednak produktu singularnog spektra od
A 1 singularnog spektra od B.
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Dokaz (1) Slijedi iz Teorema 6.21, a (2) i (3) iz Korolara 6.22. m

KOROLAR 6.27 Neka je X unitarni prostor nad K. Tada za svaki x+, . .., xy
LY, Yk 12 X vrigede sljedeée formule:
(1) I per((aidys) P < perl(aida;)] perl(y]y;)]
(2) | det[(zi|y)]|* < T(z1, ..., 2) (Y1, - h)
(3) | per ABJ? < per AA* per BB*, A, B € gl,,(K)
(4) | per A]* < per |A]?, A € gl,,(K)

Dokaz Tvrdnje (1) i (2) slijede iz Propozicije 6.20 primjenom Cauchy-Schwarzove
nejednakosti. (3) Ako su xy,...,x, stupci od A*, a y1,...,y, stupci od B
onda vrijedi AB = [(y;|x:)], AA* = [(xi|z;)], BB* = [(vily;)] pa tvrdnja
slijedi iz (1). (4) Slijedi iz (3) ako stavimo A* umjesto Ai B=1.m

DEFINICIJA 6.28 Neka je X vektorski prostor nad K, A € L(X) i1k > 2.
Definiramo operator @, A € L(®xX) sa

RRA=ARI® - QI+IRARIQ - @[+ - +]I® - QI®A

Lako se vidi, kao i u slucaju @ A, da su podprostori ©p X, N X 1 Vi, X inva-
rijantni na @, A, pa definiramo operatore @, A, N\f A i VA kao restrikcije
od ®:A na OrX, A\ X 1 Vi X. Uvodimo posebne oznake ®5“A =0, @f{A =0
iINA=0te@TA=A 0fA=AiNA=A

PROPOZICIJA 6.29 Neka je X wvektorski prostor nad K i A, B € L(X).
Tada za svaki k € Ny vrijedi:

(1) @f(A+B) =0, A+ !B

(2) @faA=a®] A, aeK

(3) ®pexp A = exp ®;§A

(4) [0 A, @ B] = @ [A. B

(5) (@ T)(@F A)(@kT) ' = FTAT !, za reqularni T € L(X)

(6) Ako je A poluprost (odnosno nilpotentan) onda je @} A poluprost (od-
nosno nilpotentan).

(7) Ako je A = P + N Jordanov rastav onda je @; A = @ P + @ N
takoder Jordanov rastav.

Sve tvrdnje takoder vrijede ako umgjesto ®; stavimo ) ili A}

Dokaz Tvrdnje (1)-(7) se provjere neposredno, a posljednju tvrdnju dobi-
jemo restrikcijom na ©pX i A X. =
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PROPOZICIJA 6.30 Neka je X vektorski prostor nad K dimenzijen, A €
L(X) io(A) ={A1,..., \n}. Tada vrijedi:

(1) (®:A)_{>\“+ +)\2k721,,2k:1,,n}

(2) o(@FA) = { X+ + Xyiin < - i}

(3) O'(/\+A) {)\11+ —|—>\@k,21<<2k},k’:1,,n

(4) trefA=kn*1tr A

(5) trof A= atrA, za a=E("1

(6) tr AfA=E(1)tr A

Dokaz (1) Spektar operatora je jednak spektru njegovog poluprostog dijela,
pa mozemo smatrati da je A poluprost. Ako se A dijagonalizira u bazi e u
X tj. Ae; = Nie;, 1 =1,...,n, onda je

iz cega slijedi tvrdnja. Tvrdnje (2) i (3) se dokazuju sli¢no, dok (4), (5) i (6)
slijede iz (1), (2) 1 (3). m

PROPOZICIJA 6.31 Neka je X wunitarni prostor nad K dimenzije n i
A, B € L(X). Tada vrijedi:

(1) (®F A = &7 A

(2) Ako je A normalan (odnosno hermitski, antihermitski) onda je ®; A
normalan (odnosno hermitski, antihermitski), za svaki k.

Turdnje takoder vrijede ako umgesto ®; stavimo ®} ili A}l

Dokaz (1) Slijedi iz Teorema 6.21. (2) Slijedi iz (1) i komutatorske formule
(@A, @7 A*] = @A, A*], dok posljednju tvrdnju dobijemo restrikcijom na

PRIMJERI 6.32

(1) Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije n, A € L(X) regularan
operator i s(A) = ||A]| - ||[A7!||. Tada se »(A) zove kondicionalni broj od
A i za njega vrijedi:

(a) ¢ je unitarno invarijantan i s»(A) > 1.

) #(AB) < 5(A)(B) 2

) (A A) = (AA") = 5(A)
) Ako je A normalan onda je s(A*) = »(A)*, za svaki k.
e) »#(A) = 51(A)/5n(A)
f) 2(®pA) = %(@kA) = #(A)*, za svaki k

(b
(c
(d
E
(8) #(AeA) = 51(A) - s1(A) /50 (A) - snppa(A), F=1,...m
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(2) Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije ni A € L(X). Tada za svaki
k vrijedi:

(a) | tr @pAl < n®[|Al*

(b) |t @] < (“E1) A

(c) [tr ARAl < (7)11A]*
(3) Neka su X i Y unitarni prostor nad K, A € L(X) i B € L(Y). Tada
vrijedi:

(a) Akoje A>01iB>0ondaje A® B > 0.

(b) Akoje A>BiC >0ondaje AR C > B®C.

(¢c) Akoje A> A1 >0iB>B;>0ondaje A® B> A, ® By > 0.
(4) Ako je A € L(X) operator ranga 1 onda je ®rA operator ranga 1, za
svaki k, i vrijedi tr ©, A = (tr A)*.
(5) Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije n i P, € L(X) projektori
ranga k, 1 < k < n. Tada vrijedi:

(a) |[P-Q>P=1—trPQ, za k=1
D) [P=Q|2=n—1—-trPQ,zak=n—1
() | A P~ AnQIP =1 = 54 (PQP 841 (PQ) 1 < 1 < &
(d) [ ®m P —@nQ|* = | On P — 0nQ|* =1 — s,(PQ)*™, m > 0
pa su preslikavanja P — ®,,P, P+— O, P, m > 1,1 P— A,P,1<m<k
neprekidna i injektivna.
(6) Postoji jedinstven izomorfizam unitarnih prostora @ : gl,(R) — ®.R"”
takav da je ®(ab”) = a ® b, za svaki a,b € R™. Specijalno, vrijede formule
®(ab” +ba™) =2a b i P(ab” —ba") = 2a A b, za svaki a,b € R™. Nadalje,
ako je B € ¢gl,(R) i Ap € L(gl,(R)) operator definiran sa AgA = BAB”
onda vrijedi formula Ag = &1 (®,B)®. Podprostor X svih antisimetri¢nih
matrica i X+ svih simetri¢nih matrica su invarijantni na Ap pri ¢emu vrijedi
Ap|X = &7 H(A\B)® i Ap| X+ = 710, B)9.
(7) Neka je X unitarni prostor nad Ri® : L(X)®L(X) — L(L(X)) operator
definiran sa ®(A ® B) = M4 g, prosiren po linearnosti na cijeli prostor, gdje
je Map € L(L(X)), MapC = ACB*. Tada je ® izomorfizam unitarnih
prostora i C*-algebra.
(8) Neka je X vektorski prostor nad R. Tada za kompleksifikaciju X, pros-
tora X vrijedi X, = X ® C.
(9) Neka je X unitarni prostor nad K i zy,..., 2, € X. Tada za svaki A €
L(X) vrijedi nejednakost

F(Axla SR 7A'r/<3) < SI(A)2 T Sk(A)2 ) F('Th <. 7xk)

(10) Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije n i A € L(X) pozitivan

operator. Tada su operatori @ A, ®F A i A} A takoder pozitivni i vrijedi:
(a) [[®f Al = || o All = K[| Al za svaki k
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D) | A Al =s1(A) + -+ s1(A), 1 <k <n

(c) Ako je A projektor ranga 1 onda je A A projektor ranga %(2)
(11) Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n i A, B € L(X). Tada
vrijede formule:

(a) tr(®; A) (@ B) = kn*'tr AB + k(k — 1)n*2tr Atr B

(b) tr(©f A) (@ B) = (1) tr AB+ ("* ) tr Atr B

(c) tr(AfA) A B) = (1) tr AB+ (P 2) tr Atr B



Poglavlje 7

Tenzorske algebre

Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n. Osnovni objekt ovog po-
glavlja je vektorski prostor ® X =", ®;X. On je direktna suma prostora
@i X, k > 0, §to znaci da se svaki z € ®X moze napisati, na jedinstven
nacin, u obliku z = >, #, pri ¢emu je suma konacna (tj. samo konacno
2 je razlicito od nule)_i 2, € QrpX, za svaki k. Na vektorskom prostoru
®X uvodimo strukturu algebre nad K: prvo definiramo mnoZenje tenzora
ranga 1, a zatim proSirujemo mnozenje na ostale tenzore po linearnosti.
Neka su z1,...,2p 1 y1,...,Ym vektori iz X, 2 = 21 ® --- @ 1, € QX i
W=y R QYpm € QpX. Definiramo z ® w € Qp,, X sa

ZQUW=T1Q QI QUY1 ® * QYn

Nadalje, ako je 2 = >, g2z € ®X 1w = ), qwr € ®X onda definiramo
z@w=uv,gdiejev=> 05 € QX i -
Ve = D, 2k @ Wy
ki+ko=k

Neposredno se provjeri da je, uz ovako definirano mnozenje, ®X algebra
nad K. Ona je beskona¢no dimenzionalna, nije komutativna, za n > 2, ima
jedinicu 1 € ®yX = K i generirana je sa KUX.

Algebru ® X zovemo tenzorska algebra prostora X.

Neka je sada X unitarni prostor nad K dimenzije n. Tada je, po prethod-
nom poglavlju, ®, X unitarni prostor nad K dimenzije n*, za svaki k. Ako je
2= 1502k EQ@X 1w=>, ,wy € ®X onda definiramo skalarni produkt

na ®X sa
(zlw) = > (z|we)
k>0
Specijalno je [|z]| = (3,50 [l24]1%)'/? norma generirana skalarnim produktom.

Na taj nac¢in ®X postaje unitarni prostor nad K. Zamijetimo da su ®;X i
®mX okomiti za k # m, pa je Y, ., ®rX ustvari ortogonalna suma.

103
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Ako je z € X onda uvodimo oznaku 2% = 2 ® --- @ v € @, X. Raz-
motrimo niz (zx) u ®X, gdje je zx = Zﬁl 0 ,z®m Lako se vidi da je (zy)

Cauchyjev niz u ® X koji nije konvergentan pa zakljucujemo da ®X nije
potpun prostor. OpiSimo upotpunjenje ®X prostora ®.X. Hilbertov prostor
®X se sastoji od svih suma oblika z = >, ., 2k, gdje je 2z € ®;X, za svaki
ki Do 26l < 0o, Ako su z,w € ®X, 2= >, 2k 1w =,.,w; onda
je (z|lw) = >, o0(zk|wk). Zamijetimo da niz (2;) konvergira u prostoru ®X
prema »_ - —Lz¥™ € ®X. Prostor ®X ima i jedan nedostatak, naime on
nije algebra, budué¢i da nije zatvoren na mnozenje.

Ako u gornjoj konstrukeiji zamijenimo znak ® sa ® onda umjesto algebre
®X dobijemo algebru ®X i njezino upotpunjenje ©X.

Algebru ©X zovemo simetriéna algebra prostora X. Ona je uni-
tarni podprostor od ®X, ali nije podalgebra od ®X buduci da su operacije
mnozenja u ovim algebrama razlicite. Simetri¢na algebra je komutativna za
svaki n, za razliku od tenzorske algebre koja je komutativna samo za n = 1,
pri cemu je tada X = ©X.

Ako je x € X, e = (e1,...,€,) baza u X i w € Nj multiindeks onda
uvodimo oznake ¥ =2 ® - O x € OpX i e =1 @ @ B9,

7.1 Simetricne algebre

LEMA 7.1 Neka je X unitarni prostor nad K dimenzijen ie = (e, ..., ¢ey,)
ortonormirana baza u X. Tada vrijedi:

(1) (e[e”) =0, za w # 1

(2) (e®¥|e®) = W /K za |w| =k
(3) {e®¥; |w| = k} je ortogonalna baza u ®pX
(4) Svaki z € ©X se moZe napisati, na jedinstven nacin, u obliku konacne
sume z =Y a,e®, gdje su o, € K, pri ¢emu vrijedi

I2]1* = 2 ol
o

(5) Ako je a € X, a = aje; + - -+ + anen, onda je a®* € Or X, za svaki k,
1 vrigedi

gdje je, kao i prige, a¥ = ai'---a
(6) Ako su a,b € X onda je (a®k|b®k) (alb)®, k> 0.
(7) Ako su a,b,x € X onda za svaki m,k > 0 vrijedi

(CL@m ® ka‘$®(m+k)) _ (a|l’)m(b|l’)k
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Dokaz (1) i (2) slijede iz Propozicije 6.20. (3) Slijedi iz dokaza Teorema
6.11. (4) Slijedi iz (3). (5) Slijedi iz Newtonove polinomijalne formule koja
vrijedi u svakoj komutativnoj algebri. (6) i (7) slijede iz Propozicije 6.20. m

LEMA 7.2 Vrijede sljedece turdnje:
(1) Prostor ©®X je generiran sa {exp, a;a € X}, gdje je
1ok

0
eXpg @ = l;:oma

pri cemu vrijedi (expg a| expg b) = exp(ald), a,b € X.

(2) Upotpunjenje K(n) prostora polinoma K(n) je generirano sa {exp a*;a €
K"}, gdje je a* homogeni polinom stupnja 1, a*(x) = (a|T), pri cemu vrijedi
(exp a*|exp b*) = exp(alb), a,b € K".

Dokaz (1) Prva tvrdnja znaci da su sve linearne kombinacije tenzora exp a,
a € X, guste u ©X. Ovo se moze preformulirati: ako je z € ©X i (2] exp, a) =
0, a € X, onda je z = 0. Dakle, ako je z = Zkzo 2z, € ©X takav da je
(z]expga) =0, a € X, onda je (zx|a®*) =0, a € X, k >0, pa je
0= 3 Ha“(zle™) = X Z(arle™)ho(a)
|w|=Ek |w|=Ek
a kako je {hy;|w| = k} baza u podprostoru Ky(n) svih k-homogenih poli-
noma, zakljuéujemo da je (z;|e®¥) =0, |w| =k, k >0, tj. zx =0, k > 0, sto
znaci z = 0. -
(2) Skalarni produkt na K(n) je definiran uvjetom: (hylh,) =0, za w # n, i
(ho|ho) = w!. Nadalje, ako su a,b € K" onda je (a*|b*) = (a|b) i
(expa’lexpb?) = 3 (@ b™) = T 2ki(alb)* = explalt)
k>0 k>0
pa za svaki f € K(n) imamo (f|expa*) = f(a). Dakle, ako je (f| expa*) = 0,
a € K" onda je f(a) = 0, a € K", tj. f = 0. Time smo dokazali da
{expa*;a € K"} generira K(n). m

TEOREM 7.3 Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije n. Tada vrijedi:
(1) Algebre ©X, ©K" i K(n) su izomorfne.
(2) Postoji jedinstven izomorfizam Hilbertovih prostora ¥ : OK" — K(n)
takav da vrijedi ¥(expg a) = expa®, a € K".

Dokaz (1) Neka je e ortonormirana bazau X i f : ©X — K(n), f(e®¥) = hy,
w € Nf, prosiren po linearnosti. Tada je f izomorfizam algebra nad K.

(2) Definiramo ¥ na gustom podprostoru svih linearnih kombinacija tenzora
expg a, a € X, sa ¥(exp, a) = expa*. Po prethodnoj lemi je ¥ izometrija i
slika od ¥ je gusta u K(n). Prema tome se ¥ prosiruje, na jedinstven naéin,
do izometrije Hilbertovih prostora. m
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KOROLAR 7.4 Vrijede sljedece turdnge:
(1) ¥(2)(z) = (2| expg x), v € K", z € OK"
(2) e®w):ﬁhw, za |lw| =k, k>0

2) U(
(3) W(a®%) = ﬁa*k, zaa e K" k>0
(4) ¥(

OrK™) = Ki(n), k>0
Dokaz (1) Po prethodnom teoremu tvrdnja vrijedi za z = expg a, a € K",
a onda i za svaki z € ©®K". Formule (2) i (4) slijede iz (3), dok (3) slijedi iz
U(exp, aa) = expaa®, a € K", a € K, razvojem u red po « i usporedivanjem
koeficijenata. m

DEFINICIJA 7.5 Neka je €2 C R™ neprazan otvoren skup i f : ) — R.

(1) KaZemo da je f klase C* na Q ako postoje parcijalne derivacije 0% f
i neprekidne su, za svaki multiindeks w € Ny takav da je |w| < k. Vektorski
prostor svih funkcija klase C* na Q oznacavamo sa C*(Q).

(2) Neka je C>*(Q) =, C*(Q). Ako je f € C*(Q) onda kazemo da je f
beskonacno derivabilna na Q. Lako se vidi da su C*(Q) i C™(Q) razliciti
za k #m i C®(Q) Cc C™(Q) c C*Q) C C°N), za svaki m > k, pri cemu
su sve inkluzije stroge.

(3) Kazemo da je f analiticka na Q) ako za svaki a € Q) postoje a,, € R
takvi da je f(x) = > an(x—a)® pri cemu red konvergira uniformno na nekoj
okolini od a. Lako se vidi da su brojevi oy, jedinstveni i o, = 0% f(a)/w!, za
svakiw. Vektorski prostor svih analitickih funkcija na Q2 oznacavamo sa A(S2).
Evidentno je A(2) C C*(Q2) i ova dva prostora su razlicita.

PRIMJERI 7.6

(1) Ako je Q; C Q5 onda C*(Q) D C*(Qy) i A1) D A(Qy), k> 0.

(2) Svaki polinom je analiticka funkcija na R™ tj. R(n) C A(R"™).

(3) Ako je f = expa*, a € R", tj. f(x) = exp(alz), x € R", onda vrijedi

M f(x) = a“f(x), za svaki w. Nadalje, f € A(R") i razvoj od f u Taylorov
red oko b € R” je dan sa

fx) = Zw,a eV (x —b)”

pri cemu red konvergira uniformno po kompaktima na R".
(4) Ako su f,g € C*°(Q) onda za svaki w vrijedi

0°(fg)(x) = 32 (3)0" f ()0 "g(x)
1
Specijalno za f = expa*i g = expb*, a,b € R", dobijemo

(a+0)=> (‘;)awbw_”

n
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DEFINICIJA 7.7 Neka je 2 C R™ neprazan otvoren skup i e standardna
baza od R™.
(1) Ako je f € C*(Q) onda se funkcija

f(k)Q_>®kRn7 k( ) Z k‘aw ( ) Ow

|w|=F

zove k-ta derivacija funkcije f.
(2) Neka je zadana funkcija

QIQHiQiR”, g(z) = > gu(x)e”

1=0 |w|<m

gdje je g, € C=(Q), |w| < m. Tada se funkcija
k+m

Di0- Y ok, ¢P@)= ¥ ¢(@) o™

1=k |w|<m
zove k-ta derivacija funkcije g.

LEMA 7.8 Za svaki k > 0 vrijede sljedece tvrdnje:
(1) Za operator O = Or1e1 + - - - + One,, vrijedi

|
9% = 3 Bogret

|w|=Ek
(2) Za Laplaceov operator A = 9? + - - - + 02 vrijedi
Ak — Z 5_!!82w

|w|=F

(3) Ako je § = e{? 4 -+ - + €22 € OR™ onda je

5@743 _ @2w
wl
|w|=Ek
Dokaz Tvrdnje slijede iz Newtonove polinomijalne formule koja vrijedi u
svakoj komutativnoj algebri. m

PROPOZICIJA 7.9 Ako su f i g iz prethodne definicije onda vrijedi:
(1) f®(z) = 0°%f(x), ¥ (2) = 0°* © g(z), 2 € Q, k>0
(2) (9" W (z) = g™ (2), 2 € Q, m,k >0
(3) A" f(z) = (fEP(2)|0%), 2 € Q, k >0
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Dokaz Tvrdnja (1) slijedi iz prethodne leme, a (2) iz (1) i
(g™ B (z) = 0% © g™ (x) = 0* © 0" @ g(z) = O™ © g(x)

Ova tvrdnja vrijedi naravno i za f, kao specijalni slucaj. (3) Imamo

(@) = (X BLow pa)es] 3 Beo)

|w|=2k |w]= k:
:|; 2k a2wf( )k'( ®2w‘6®2w) |;k azwf( )

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
PRIMJERI 7.10

(1) Ako je f = expa* onda je f®)(2) = f(x)a®*, x € R", k > 0.
(2) Ako je f € C*(Q) onda je (f*)(2)]e®) = 0 f(z), za |w| = k.
(3) Ako je f € C*(0) i g(t) = f(ta) onda je g (t) = (fP(ta)]a®")
(4) T (@) = (x|2)*/[(2K)]"2 k20, 2 € R

(5) Ako je f € R(n) onda je

=Y M0

k>0

Ovim je dana eksplicitna formula za inverz operatora W iz Teorema 7.3.
(6) (69%|a®%*) = (ala)*, a € R", k >0

(7) Ako je g : R — OxR", g(x ) — 2 onda je ¢ (z) = k! - 6%

(8) I6°*P=n(n+2)---(n+2k—2), k> 1.

(9) Ako je A € gl,(R) onda je (f o A)F) = (&, AT)(f* o A)

(10) Ako su f,g € C*°(2) onda za svaki x € Qi m > 0 vrijedi

(f9)™ (2) = Y (1) f P () © g ()

k=0

Ova formula se zove Leibnitzova formula za derivaciju produkta.

(11) Ako je U € O(n) i f € C*(R") onda je A¥*(foU) = (AFf)o U, k > 1.

DEFINICIJA 7.11 Ako je f € C*(Q) i Af = 0 onda se f zove harmo-
niyska funkciga na ). Vektorski prostor svih harmonijskih funkcija na 2
oznacavamo sa H(QY), a H(n) = H(2) NR(n) zovemo vektorski prostor
harmonijskih polinoma. Nadalje, Hi(n) = H(n) N Ry(n), k > 0, zo-
vemo podprostor k-homogenth harmonsijskih polinoma. FEuvidenino je
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PROPOZICIJA 7.12 Ako su f,g,h € R{n) onda vrijede sljedeée tvrdnje:

(1) (g/fh) = (£(9)g]h)

(2) (9l0h) = (Aglh), gdje je 6(x) = (z|z), v € R"

(3) Ri(n) = Hi(n) + 60 - Ri_o(n), k > 2, i suma je ortogonalna.
(4) Ri(n) = Zk/z 0" Hy_o(n) i suma je ortogonalna.

(5) Dimenzija prostora Hy(n) je dana formulom:

dim Hy(n) = (n+,]z_2) + (nﬁﬁ>

Dokaz (1) Po definiciji skalarnog produkta na R(n) imamo (g|fh) = (hflg) =

)
(nf)(9)9(0) = n(9)f(9)g(0) = (h|f(D)g) = (f(0)glh). (2) Slijedi iz (1) zbog
0(0) = A. (3) Slijedi iz (2), a (4) iteracijom iz (3). (5) Po (3) je

dim Ffn) = (") = (15 = (5 + (1)
iz ¢ega slijedi tvrdnja. m
PRIMJERI 7.13
(1) Ako je 7(n, k) = ||#*||? onda je
T(n, k) = 2K)!-nn+2)--- (n+ 2k — 2)

za k > 11i7(n,0)=1, gdje je 0(x) = (z]|z), » € R"™
(2) Ako je p = ;- 0% /7(n, k) onda je ¢ € R(n) i Ap = ¢.
(3) Ako je o] < 1 onda je exp(3a) € R(n) i

|exp(a)[* = (1 - a?) /2

dok exp(iaf) ¢ R(n), za |o] > 1
(4) ‘1’(5@k) = 0"/[(2k)]"/?, k = 0
(5) Ako je P, € L(R(n)) projektor na Ry(n) onda je
lw|=k

i vrijedi Ppf(z) = (f|z**)/k!, x € R™.
(6) Ako je Qr € L(Ri(n)) projektor na Hp(n) onda za svaki f € Rg(n)
vrijede sljedec¢e formule:

(a) Qaf = (I — l@A)f, za k =2

(b) Qsf = (I — n+2 s D), za k=3

(¢) Quf = (I — 550D + sy ? AN f, za k = 4
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(d) Ako je 7(n, k) iz (1) onda je

/2]
(=)™ A™f
@nf = Z T(n+2k — 2m — 2,m)

(7) Neka je u,, standardna Gaussova mjera na R tj.
du,,(x) = W exp[—1(z|z)|dz, z € R"

i Lo(p,,) skup svih izmjerivih funkcija f : R" — R za koje vrijedi

J (@) dp, (2) < oo

Tada je Ls(u,) Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(flg) = [ f(x)g(x)dp,(x)

Zamijetimo da je R{n) C Lo(u,,) i

€(a) = expla’ — X(ala)] € La(p,), a € R"

Naime, u prostoru Ls(pu,,) vrijedi (£(a)|£(D)) = exp(alb) i

(exp a’| expb”) = exp(alb) + 3(ala) + 5(b[b)]

(8) Postoji jedinstven izomorfizam Hilbertovih prostora ® : ©R™ — Ly(u,,)
takav da vrijedi ®(exp, a) = &(a), za svaki a € R™.

(9) Akoje = : Ly(p,) — R(n), = = ¥®~! onda je = izomorfizam Hilbertovih
prostora i vrijedi Z¢(a) = expa®, za svaki a € R". Nadalje, za svaki f €
Lo(p,,) vrijedi

Ef(@) = [ [ +y)du,(y) = [ f(y)exp[(zly) — 3 (x]x)]dp, (y)

(10) Vrijede sljedece tvrdnje:
() 2f = [exp(LA)]f, 7 f € R(n)
(b) Ef = f,za f € H(n)
(€2 11(2) < [ lo-+ )i (), 2.1 € RO
d

) Vrijedi sljedeca formula:

[ 2% du, (r) = (2k — 1)1 - 5%
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7.2 Grassmannove algebre
Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n i
AX =N X + X F - F A X
Tada je AX vektorski prostor nad K dimenzije
dmAX = () + () 4+ () =2

Na AX uvodimo strukturu algebre. Mnozenje u AX prvo definiramo za
antisimetricne tenzore ranga 1, a zatim ga proSirujemo po linearnosti na
cijeli AX. Neka su z1,..., 2 1 y1,...,Um 1z X, 1 <k <n, 1 <m < n,
2= NNz € N X 1w =1 A Ay, € A\ X. Definiramo antisimetric¢ni
produkt od z i w sa

ZANW=x1 N ANZE ANYL A AYm € NpamX

zak+m < n,izAw =0,za k+m > n, pri cemu stavljamo 1 A z =
2 N1 =z, zasvaki 2 € AX. Na taj nacin AX postaje algebra s jedinicom
i zovemo je Grassmannova algebra od X (ili vanjska algebra od X ili
antisimetricna algebra od X). Ona nije komutativna: npr. za gornje
tenzore z i w vrijedi w A z = (—=1)""2 A w.

Neka je e = (eq, ..., e,) baza u X. Tada je

{eil/\---/\eik;il,...,ik:1,...,n, ?:1<"'</I;k}

k) elemenata. Radi lakSeg zapisivanja uvodimo
oznaku e;; A ---Ae;, = ey, gdje je A = {i1,...,i}, pri ¢emu smatramo da
je A ureden uzlazno. Dakle {e4;|A| = k} je baza u A X pa je {ea; A C
{1,...,n}} baza u AX, pri cemu je ey = 1.

Dakle, svaki z € AX se moze napisati, na jedinstven nacin, u obliku
z = Y ,aaeq, za neke skalare ay. Ako stavimo z, = Z|A|:k age4 onda je
z=> 212, € \pX za svaki k.

Neka su A, B C {1,...,n} uzlazno uredeni podskupovi. Oznac¢imo sa
n(k, A) broj elemenata iz A koji su strogo manji od k i uvedimo oznaku

baza u A;X 1 ona ima (”

n(A,B) = > n(k,B)

ke A

Tada je n(A, B) + n(B, A) = |A| - |B| — |AN B| i specijalno n(A, A) = (g),

za k = |A|. U ovim oznakama imamo

eaN\eg = (—1)”(A’B)6AUB, za ANB=o
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ieqsNeg =0,za AN B # @, pri cemu smatramo da je AU B takoder ureden
uzlazno. Zamijetimo da je

eqsN\epg = (—1)|A|'|B|63 A ey

Neka je X unitarni prostor nad K i e ortonormirana baza u X. Bududi
da je AX podprostor od ®X (ali nije podalgebra zbog razli¢itih operacija
mnozenja) zaklju¢ujemo da je AX unitarni prostor nad K. Po Propoziciji
6.20 je

(10 Ao Aaglyr A Agy) = gy det[(2]y;)]

iz cega slijedi (ealea) = 1/k!, za k = |A|, i (ealeg) = 0, za A # B. Ovaj
skalarni produkt nam ne odgovara, iz tehnickih razloga, pa uvodimo novi
zahtjevom: (eales) = 1, za svaki A, i (ealeg) = 0, za A # B. U ovom
skalarnom produktu je {ea; A C {1,...,n}} ortonormirana baza u AX.

U daljem koristimo samo novi skalarni produkt. Dakle, ako su z =

Yoaaaeaiw=> ,0B4e4 iz AX onda je
(2lw) =3 gaaBa 1 |l2)* =34 |aal®

DEFINICIJA 7.14 Neka su X 1Y wvektorski prostorinad K i A € L(X,Y).
Definiramo operator A : X — QY sa ®A =), +®r A, dok za X =Y
definiramo operator @TA: @X — @X sa @tA =3, + & A

Analogno definiramo ®A i ©TA te NA i ATA.

PROPOZICIJA 7.15 Neka su X,Y @ Z wvektorski prostori nad K, A €
L(X,Y)iBe LY, Z). Tada vrijedi:
(1) (2B)(®A) = ®BA
(2) Ako je A bijekcija onda je ®A takoder bijekcija i (RA)™1 = @A™
3) @"(A+B)=0TA+®"B,2a X =Y =7
(4) QexpA=exp®TA, za X =Y
Analogne tvrdnje vrigede za @ @ A

Dokaz Tvrdnje slijede iz 6.5, 6.14, 6.21 1 6.29. =

PROPOZICIJA 7.16 Neka su X @Y wunitarnt prostori nad K i A €
L(X,Y). Tada vrijedi:

(1) Ako je A kontrakcija tj. ||A]l] < 1 onda su @A i ©®A neprekidni
operatori i vrijedi formula || @ Al = || ® A|| = 1.

(2) Ako A nije kontrakcija onda su @A i ©A prekidni operatori.

(3) NA : AX — AY je neprekidni homomorfizam algebra, za svaki A.
(4) tr AA = det(I + A), det AA = (det A)™, m =2""1 24 X =Y.
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Dokaz Tvrdnje (1) i (2) slijede iz formule | ® A|| = || ® A|| = sup;s [|A]|*.
(3) Evidentno. (4) Prva tvrdnja slijedi iz Propozicije 6.17, formula (3), za
z =1, dok je det ANA = (det A)™, gdje je m =>"7_, %(Z) ="l m

PROPOZICIJA 7.17 Neka je X wunitarni prostor nad K dimenzije n i
A€ L(X). Tada vrijedi:

(1) Ako je A normalna (odnosno hermitaska) kontrakcija onda su ®A,
®A i ANA normalne (odnosno hermitske) kontrakcije.

(2) Ako je A unitaran operator (odnosno projektor, parcijalna izometrija)
onda su ®A, ©A i NA unitarni operatori (odnosno projektori, parcijalne
izometrije).

Dokaz Zamijetimo prvo da je po Teoremu 6.21 (®A)* = ®A* i (0A)* = ©A*
za svaku kontrakciju A € L(X) i (AA)* = AA* za svaki A € L(X) pa tvrdnje
slijede iz prethodne dvije propozicije. m

PRIMJERI 7.18 Neka je A € gl,(R) i My : R(n) — R(n) operator defi-
niran sa M f(z) = f(A7z). Tada vrijedi:

(1) Muap = MsMp, A, B € gl,,(R)

(2) Ako je A regularna onda je M, regularan i (My) ™t = My
(3) Ako je A kontrakcija onda je M, takoder kontrakcija.

(4) Ako A nije kontrakcija onda je M4 prekidan operator.

(5) Mya** = (Aa)**, a € R"

(6) M, je projektor na R

(7) Ma =¥ (0A)P !, gdje je ¥ iz Teorema 7.3.

DEFINICIJA 7.19 Neka je Q0 C R™ neprazan otvoren skup 1

0: Q= AR", p(x)=> ,pa(x)ea

gdje je o4 € C*(Q), za svaki A. Tada se v zove diferencijalna forma na
Q ili krace forma na Q. Skup svih forma na Q oznacavamo sa F(Q)). Ako je
peF(Q),0<k<ni

pr(x) = Z|A|zk pa(z)ea

onda se @, zove k-forma na ). Skup svih k-forma na ) oznacavamo sa
Fr(Q). Bvidentno je Fo(Q2) = C®(Q) i F(Q) = Fo(Q) + - - - + F,(Q).
Zamigetimo da je F(Q) algebra s jedinicom i dim F'(€2) = oo.
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DEFINICIJA 7.20 Neka je 2 C R™ neprazan otvoren skup. Definiramo
operator vangskog diferencijala d : F(Q)) — F(Q) sa:

(1) df(z) = >, 0if (x)es, f € C™(Q)

(2) dp(w) = 34 dia(2) A ea, gdje jo o = 4 paca
Tada se dp se zove vangski diferencijal forme p. Zamijetimo da je dF,(€)) C
Fri1(Q), k=0,....,n—1, i dF,(Q2) = {0}.

PROPOZICIJA 7.21 Vanjski diferencijal je nilpotentan indeksa 2.
Dokaz (1) Ako je f € C(Q) onda je df (z) =Y, 0;f(x)e; pa je
Ef(x) = X, d0:F @) A es = 5,5, 0,0 (@)e; A
=2 _i<;10:0; f(x) — 0;0, f (x)]e; Ne; =0

(2) Akoje p € F(2) i@ =, paea onda je p, € C*(Q) pa po (1) imamo
o(x) =Y d*ps(x) Nea=>0Aes=0.m

PROPOZICIJA 7.22 Ako je ¢ € Fr(QQ) i ¢ € F,,(Q2) onda je
d(p NY) =dp AN+ (1) o A d

Dokaz Ako je p = >,y pa€aitp = > 5, Vpep onda vrijedi formula
p N =2323 pathpea A ep paimamo

dle Np) =2 > dlpavp) NeaNeg
= > 2 [(dpa)Yp +padipg] Nea Neg
=3 > (dps)bg NeaNeg+> > @adbp NeaNep
=Y dps Nea N> vgep+ (—1) S puea AD dipp Aep
=dp AN+ (=1) e A dip

iz ¢ega slijedi tvrdnja. m

TEOREM 7.23 Neka su ©; C R¥ § Qy C R” neprazni otvorens skupovi i
f Q1 — Qy funkcija klase C? tj. sve kordinate od f su klase C?. Tada za
operator f,. : F(€s) — F(€1) definiran sa

fep(z) = (Nf(@))p(f(2)), = €

vrijede sljedece turdnje:

(1) f. je homomorfizam algebra i d(fop) = fudp, ¢ € F(Qs).

(2) Ako su f : Q — Q1 g : Qo — Qs funkcije klase C* onda vrijeds
formula (go f)e = figx.
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Dokaz U gornjoj formuli je f'(x) = [0;f;(x)] derivacija od f u tocki z € 4
tj. f'(z) je k X n-matrica parcijalnih derivacija koordinata od f.

(1) Operator f, je evidentno linearan. Nadalje, analogno kao i za operator
AA dobijemo f.(@ A Y) = fup A fu) iz Cega slijedi prva tvrdnja. Drugu
tvrdnju je dovoljno dokazati za forme oblika p(z) = @ 4(x)es $to se provjeri
neposredno. (2) Slijedi iz formule (g o f)'(z) = ¢'(f(x))f'(x) i 7.15. =

Neka je 0 C R™ neprazan otvoren skup i A, C R* standardni simpleks
dimenzije £ u R¥ s vrhovima 0, ¢4, ..., e;. Ako je v : Ar — Q funkcija klase
Cl na A, (tj. v € CHY), gdje je ' neka otvorena okolina od Ay) onda se
zove singularni simpleks dimenzije k£ u €2. Skup svih singularnih simpleksa
dimenzije k u Q oznacavamo sa S, (2), k=0,1,...,n

Neka je Sk(€2) vektorski prostor generiran sa S, (Q2) tj. svaki v € Si(9)
ima oblik v = ayvy; + -+ + any,,, za nekim € N, aq,...,, € R i
Yise s Vm € Sp(Q). Tada se Sk(2) zove vektorski prostor k-lanaca u
Q, a v € Sk(Q) se zove k-lanac u Q. Nadalje, S(Q) = Sp(2) + - - + S, ()
se zove vektorski prostor lanaca u €, gdje je Sy(Q2) = R™. Dakle, svaki
v € S(2) se moze napisati, na jedinstven nacin, u obliku v = v, + -+ +,,
gdje je v, € Sk(Q) za svaki k.

Ako je v € SL(2) i ¢ € Fi(Q) onda je 7,p k-forma na nekoj okolini €’
od Ay pa postoji f € C®(Y) takva da je v,p(x) = f(x)es A+ Neg, x € Q.
Definiramo integral od ¢ po singularnom simpleksu v sa

(ely) = f flz
Za k = 0 stavljamo (¢]y) = ¢(7(0)). Specijalno, za k = 1 dobijemo
1 n
Mv=f2% )vi(t)dt
0 1=
gdje je p(z) = pi(x)er + -+ + @ (z)en 1 () = (y1(8), .-, 7n(t))", dok za
k = n dobijemo
(ely) = f g(y(x)) det ' (z)dx

'I’L

gdje je p(z) = g(z)eg A -+ Ney 1y € 5,(9).
Ako je v = a1y + -+ amY,, € Sk(Q) 1 p € Fi(2) onda definiramo
integral od ¢ po lancu v sa
(el7) = ar(@lr) + - - + am(elv)
Akosuy =17y, +---+7, €S5(Q), 1, € Se(Q), 1 o =@y + -+ + ¢, € F(Q),
¢ € FiL(Q), za svaki k, onda definiramo integral od ¢ po 7 sa

(¢l7) = (wolvo) + -+ + (@nl7n)
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Ako su 1,75 € S(2) 1 (¢|v1) = (©|7,) za svaki p € F(2) onda kazemo
da su v, i 7, homologni i pisemo v, ~ 7,. Kazemo da je forma ¢ € F({Q)
zatvorena ako vrijedi dp = 0. Vektorski podprostor svih zatvorenih forma
¢ € F() oznacavamo sa Z(£2). Kazemo da je forma ¢ € F(2) egzaktna
ako vrijedi ¢ = di, za neki ¢ € F(2). Vektorski podprostor svih egzaktnih
forma ¢ € F(Q2) oznacavamo sa F(£2). Po Propoziciji 7.22 je Z(Q2) podalgebra
od F(Q), a E(Q2) je ideal u Z(Q2). Kvocijentna algebra Z(2)/E(Q2) se zove
algebra kohomologije od (2.

TEOREM 7.24 (Stokes)
Postoji operator 0 : S(Q)) — S(Q) takav da je 0Sk41(2) C Sp(Y), k =
0,...,n—1, pri c¢emu vrijedi formula (dp|vy) = (¢|07), ¢ € F(Q), v € S(QQ).
Ovu formulu zovemo Stokesova formula, a operator O zovemo opera-
tor ruba na S(1).

Dokaz Dokaz je dosta kompliciran pa ga ne navodimo. m

KOROLAR 7.25 Ako je p € F(Q) i v € S(Q) onda vrijedi:
(1) (pl0*y) = (dpl0y) = 0
(2) (pl07) =0, ¢ € Z(Q)

Dokaz Tvrdnje slijede iz prethodnog teorema i d?> = 0. m

7.3 Cliffordove algebre

Neka je X vektorski prostor nad K dimenzije n i e baza u X. Akosu x,y € X,
T =Y X, Yy = > Y€ e, ..., e, €{0,—1,1} onda definiramo bilinearni
funkcional B : X x X — Ksa B(z,y) = >_ e;x;y;. Za njega vrijedi B(z,y) =
B(y,x), x,y € X. Ako su svi ¢; # 0 onda kazemo da je B nedegeneriran
bilinearni funkcional. Funkcija ¢ : X — K definirana sa ¢(z) = B(z,x),
xr € X, se zove kvadratni funkcional pridruzen bilinearnom funkcionalu
B, pri ¢emu vrijedi B(z,y) = 1(q(z +y) — q(z) — q(y)).

Na vektorskom prostoru AX umjesto mnozenja A uvodimo novo mnozenje
sljede¢om formulom

eaep = (—1)"A4P) ) l;[ BQ(ek) F€AAB
cAN

gdje je AA B = (AU B)\(AN B) simetri¢na razlika skupova A i B uredena
uzlazno, a zatim ga proSirimo po linearnosti. Zamijetimo da je

(A,B)+n(B,A)

eqep = (—1)" epen
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Na ovaj nac¢in AX postaje algebra s jedinicom u odnosu na novu opera-
ciju mnozenja i zove se Cliffordova algebra para (X, q) i ozna¢avamo je sa
C'(X, q). Mnozenje u C(X, q) zovemo Cliffordov produkt. Podprostor Ai X
oznacavamo sa Cx(X, q), k = 0,...,n, izovemo ga k-ti homogeni podpros-
tor ili k-ti kaos u C'(X,q). Dakle, C(X,q) = Co(X,q) +--- + Cn(X, q).

Cliffordovu algebru C'(X, —q) zovemo suprotna algebra od C(X,q) i
oznacavamo je sa C*(X, q).

Neposredno iz definicije slijedi:

(a) e? =qle;) =¢5,1=1,...,n
(b) eiej +eje; =0,1# j
(c) 22 = q(z), z € X.
(d) zy + yxr = 2B(z,y), x,y € X
(e) €A = €,€, "€ = € /\6i2/\"'/\€@'k, A:{il,...,ik}, 1< <y
(f) Svaki z € C(X,q) je linearna kombinacija tenzora oblika zyz5 - - - xy,
gdjesuz; € X, 1 <k <n,ijedinice 1 € K.

(g) Ako je ¢ = 0tj. ¢, =0, za svaki i, onda je Cliffordov produkt jednak
Grassmannovom produktu A pa je C(X,0) = AX.

Ako je X unitarni prostor s ortonormiranom bazom e i €; = 1 za svaki
i onda se C(X,q) zove Cliffordova algebra euklidskog prostora X i
oznacavamo je sa CX. U ovom slucaju je B(zx,y) = (z|y), za K = R, dok je
B(z,y) = (z|Jy), za K = C, gdje je J normalno konjugiranje na X definirano
bazom e. Element od C'X se zove spinor. Zamijetimo da su CX i AX
jednaki kao euklidski prostori, a razlikuju se samo po operacijama mnozenja,
tj. razlikuju se kao algebre. Suprotnu algebru od C' X oznacavamo sa C7X.

Moze se provijeriti, koriste¢i formule (c) i (d), da definicija Cliffordove
algebre ne zavisi od baze e, nego samo od B, odnosno ¢. Svaku bazu e od X,
za koju vrijede formule (a) i (b), zovemo Cliffordova baza od C(X,q).

Neka su X i Y vektorski prostori nad Ki A € L(X,Y). Definiramo opera-
tor CA: C(X,q) — C(Y, q2) formulom (CA)(z129 - - - x) = Az Azy - - - Axy,
r; € X, 1 <k < n,i(CA1 = 1, proSiren po linearnosti. Tada je
C(A1Ay) = (CA)(CAy), zasvaki A; € L(Y, Z) i Ay € L(X,Y), $to znadi da
je CA homomorfizam Cliffordovih algebra. Ako je A bijekcija onda je
C'A izomorfizam Cliffordovih algebra. Ako je A € L(X) regularan ope-
rator onda je C'A automorfizam od C(X,q). Na isti na¢in se definira C'A
za antilinearni operator A. Zamijetimo da za X = Y podprostori Cy(X, q)
ne moraju biti invarijantni na C'A.

PRIMJERI 7.26

(1) Polje K je Cliffordova algebra nad K. Naime, K = C({0},0).
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(2) Polje C je Cliffordova algebra nad R. Naime, ako je X = Ke; ig(e;) = &1

onda je C'(X,q) = K + Key, pri cemu je e? = &;. Specijalno, ako je K =R i

g1 = —1 onda je Cliffordova algebra C'(X, q) izomorfna sa C, a izomorfizam

je dan sa o + fBe; — o + Bi. Dakle, C = CR.

(3) Neka je X = K? i q(x) = 12?2 + e923. Tada je €3 = €1, €5 = &5 1

e1ea = —egeq pa je C(X, q) = K+ Key + Key + Kejey. Ova algebra se zove

algebra kvaterniona nad K ako je e; # 015 # 0. Specijalno, ako je K = R

ie; =6y =—1onda je C(X,q) = H klasi¢na algebra kvaterniona.
Dakle, vrijedi formula H = C%R?,

(4) Ako su A i B algebre nad K onda je A ® B takoder algebra nad K

s operacijom mnozenja (a ® b)(a’ @ b') = aa’ @ bV, a,d’ € A, b,V € B,

proSirenom po linearnosti.

(5) Cliffordova algebra C'(X, q) se moze definirati, na ekvivalentan nacin, kao

kvocijentna algebra ® X/J, gdje je J ideal u ® X generiran svim tenzorima

oblika r @ x — ¢q(x), z € X.

(6) L(C(X,q)) je Cliffordova algebra izomorfna sa glon (K), n = dim X.

(7) Neka je z +— 2™ preslikavanje na C(X,q) definirano sa €% = (—1)/4ley,

progireno po linearnosti. Zamijetimo da je 7 jednak C(—I). Tada je 7

automorfizam od C(X,q) reda 2 i zovemo ga parnost. Kazemo da je

z € C(X, q) paran ako vrijedi 2™ = z, odnosno neparan ako vrijedi 2™ = —z.
Svaki z € C(X, q) se moze napisati, na jedinstven nacin, u obliku z = z, +2_,
gdje je z, paran, a z_ neparan, pri ¢emu vrijedi z, = %(z#—z”), Z_ = %(z—z”).

Oznacimo sa C4 (X, q) skup svih parnih elemenata iz C (X, q), a sa C_(X, q)
skup svih neparnih elemenata iz C(X,q). Tada je C' (X, q) direktna suma
svih parnih kaosa, a C_(X,q) direktna suma svih neparnih kaosa, pri ¢emu
je C(X,q) =C.(X,q) +C_(X,q) i ova suma je direktna. Nadalje, C', (X, q)
je podalgebra od C'(X,q) i zovemo je parna podalgebra od C(X, q).
(8) Neka je z — 27 preslikavanje na C(X, q) definirano sa e, = (—1)"4A)e
prosireno po linearnosti. Tada je 7 antiautomorfizam od C(X, ¢q) reda 2 i
zovemo ga transponiranje.
(9) Ako je z = Y anes € CX i 2 =Y ,(—1)"™Ya e, onda je presli-
kavanje z +— z* involucija algebre C'X. Zamijetimo da je * kompozicija
transponiranja i konjugiranja, za K = C, tj. z* = (CJ)z" = ((CJ)z)", gdje
je J normalno konjugiranje na X definirano bazom e, dok je x = 7, za K = R.
Ako je x € X onda je z* = Jx, za K = C, dok je 2* = x, za K = R. Za
bilinearnu formu B vrijedi B(x,y) = (z|y*).

Kazemo da je z € C'X normalan ako vrijedi zz* = 2*z. Hermitske, anti-
hermitske i unitarne spinore te projektore i parcijalne izometrije definiramo
na uobicajeni nacin.

LEMA 7.27 Ako je e ortonormirana baza u X onda vrijede sljedecée turdnje:
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(1) (e;eale) = (ealeies), i=1,....n
(2) (eaeplec) = (=1)"“(epleacc)
(3) (zealer) = (ealz¥en), z € CX, gdje je z* iz prethodnog primjera.

Dokaz Tvrdnja (1) se provjeri neposredno, a ostale slijede iz (1). =

LEMA 7.28 Neka je B : CX — L(CX) operator definiran sa B(a)b = ab,
a,b € CX. Tada je B monomorfizam algebra s involucijom.

Dokaz B je evidentno homomorfizam algebra. Ako je B(a) = B(b) onda
je B(a)l = B(b)1 pa je a = b, $to znaci da je B injektivan. Nadalje, po
prethodnoj lemi je (B(a)b|c) = (ablc) = (bla*c) = (b|B(a*)c) iz cega slijedi
B(a)* = B(a*), za svaki a € CX. =

TEOREM 7.29 Neka je X euklidsk: prostor nad K. Tada je C X C*-algebra
s normom ||alls = ||B(a)||, a € CX, i zovemo je Cliffordova C*-algebra
euklidskog prostora X.

Dokaz Zamijetimo prvo da je |laljcc = max,4 ||abl|/||b||. Nadalje, ovo je
C*-norma zbog ||a*allo = [[B(aa)l| = |[B(a)*B(a)| = |IB(a)l* = |lallZ,
a € C'X, pa tvrdnja slijedi iz prethodne leme. Zamijetimo takoder da norma
|lal| = (a|a)'/? na CX, generirana skalarnim produktom, nije C*-norma. m

PRIMJERI 7.30 Neka je X unitarni prostor nad K dimenzije n.

(1) 2 Ay =zy — (z|ly*) = 2 (zy —yz), 2,y € X C CX.
(2) Neka su zy,...,2p € X ia = -2, € CX. Ako su xy,...,x nor-
malni spinori onda je aa* = (x1|x1) - (xx|zr) paje ||alloe = ||z1|| - ||k
Specijalno je |||l = ||z|| za svaki normalni spinor x € X. Zamijetimo da je
r € X normalan spinor ako i samo ako je * = ax, za neki a € C, |a] = 1,
sto je ekvivalentno sa xx* = (z|x).

Ako je K = Cin > 2 onda X sadrzi i nilpotentne spinore, npr. = =
e1 + iey je nilpotentan zbog 22 = 1 + 12 = 0 pri ¢emu je 2*x — xa* = 4ieies.
(3) Neka su xy,..., 2, € X i

[xb s 7xk]_|_ = ZU Lo1) " Lo(k), [xh SR xk]_ = Zo' Eolo(l) """ Lo(k)
Tadase [z1, ..., 7], zove k-antikomutator od 1, ..., zy, dok se [zy,..., 2]
zove k-komutator od xq,...,x,. Ako su zq,...,x; hermitski spinori onda
vrijedi:

(&) [z1,..., 2] =kl -2 Ao Ay,

(b) [-771;---7972k]_|_ EK, [$1,...,$2k+1]+ c X
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(c) Ako je a = 7 [x1,...,24]_ onda je a*> € R pa je aa* = (—1)"a?,
m = (%), iz cega Slljedl lalloo = D1, ..., zx) "2
(4) Neka je ¢ : CX — K, ¢(a) = (a|l). Tada je ¢ linearni funkcional norme
1 i zovemo ga vakuumsko stanje na C'X. Za njega vrijedi:

(a) plea) =0, A# @, ip(1) =1

(b) p(ab) = ¢(ba), za svaki a,b € CX

(c) p(a*a) >0, za svaki a € CX

(d) Ako je p(a*a) =0 onda je a =0

(e) p(zy) = (x|y*), za svaki z,y € X
Nadalje, neka je ¢ : CX — K, ¢(a) = (ale), gdje je e = e1ey - - - €, jedinicni
spinor iz posljednjeg kaosa. Tada je 1 linearni funkcional norme 1 i zove se
Berezinov integral. Za njega vrijedi 1(ea) = ¢(a), buduéi da je e unitaran
spinor.
(5) Neka je @ : R® — gl5(C) operator definiran sa

(I)(m):mll(l) (1)]4-332[(3 —()Z]er:’)l(l) _01]

Ove tri matrice se zovu Paulijeve matrice. Tada vrijedi:

(a) ®(x)* = ®(z), za svaki v € R?

(b) ®(x)®(y) + ®(y)®(z) = 2(x|y)I, za svaki x,y € R3

(c) @ se prosiruje, na jedinstven nacin, do izomorfizma Cliffordove algebre
CR3 i gl,(C), kao algebre nad R.

Zamijetimo da je gly(C) takoder izomorfna sa CC? §to znaci da je gly(C)
Cliffordova algebra i nad R i nad C.
(6) Ako je a € CX onda definiramo operatore B(a), B'(a) € L(CX) sa
B(a)b = ab, B'(a)b = a * b, gdje smo sa a * b oznacili produkt u suprotnoj
algebri C%X. Specijalno, za z € X imamo

(a) B(x)b=xb,be CX

(b) B'(x)b=0"z,be CX
Tada se B(x) zove operator polozaja Cestice z, a B'(r) operator im-
pulsa cestice z. Nadalje, za svaki z,y € X vrijedi:

(c) B(x)B(y) + B(y)B(x) = 2(x[y")I

(@) B'(2)B'(y) + B'(y) B (x) = —2(aly")]I

(e) B(x)B'(y) + B'(y)B(x) =0

(f) B(z)" = B(z"), B'(x)" = —B'(z")

(g) tr B(z) = tr B'(z) = 0

(h) det B(x) = det B'(z) = (x]|z*)™, m =2""1 n > 2

(i) Ako je K = C, e ortonormirana baza u X i Y podprostor od L(CX)
s bazom ce = (B(ey),...,B(e,),iB'(e1),...,iB'(e,)) onda je L(CX) = CY.
Baza ce je Cliffordova baza od L(CX).
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(7) Neka je A(z) = 3(B(x)—B'(z)) € L(CX), z € X. Tada se A(z) zove ani-
hilacijski operator ¢estice z, dok se operator A(z)* = 1(B(z*) + B'(z*))
zove kreacijski operator Cestice x. Nadalje, A(x) je nilpotentan operator
indeksa 2 i za svaki x,y € X vrijedi:

(a) B(z) = A(")" + A(z), B'(z) = A(z*)" — A(2)

(b) A(z)A(y) + A(y)A(z) = 0

(c) A(x)A(y)" + Aly) A(z) = (z|y)]

(d) A(z)1 =0, A(z)y = (z]y")

() A(@)1 = 2*, A(2)y = 2" Ay
Jedinica 1 € CX se zove vakuum. Dakle, operator A(z)* kreira cesticu
x* iz vakuuma, dok A(z*)* kreira ¢esticu x iz vakuuma.
(8) Neka je €2 neprazan otvoren skup u R™. Ako u algebri diferencijalnih
forma F(Q2) umjesto Grassmannovog produkta A uvedemo Cliffordov pro-
dukt definiran kvadratnom formom ¢(z) = . ;27, onda se algebra F(), s
novim produktom, oznacava sa F(€, q).

Definiramo Cliffordov operator O : F (), q) — F(€,q) sa

(a) Of(z) =2, 0if (x)es, [ € C(Q)

(b) Op(x) = >, Opa(x) - ea, gdje je o(x) = >, palz)ea
Tada se Oy zove Cliffordova derivacija od ¢, a operator [? = > ;07
zovemo Clifford-Laplaceov operator. Nadalje, vrijedi 0%+ = 0?0 i
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gdje je ¥ =7t ---e¥n. Ako je ¢ = 0 tj. ; = 0, za svaki ¢, onda je 0 = d
operator vanjskog diferencijala.
(9) U fizici je posebno vazna algebra F'(R?*, q), q(z) = 23 — 22 — 22 — 23. Ona
se zove algebra prostora-vremena. Pripadni Clifford-Laplaceov operator
(02 = 9 — 02 — 02 — 92 zovemo Dalambertov operator ili Dalambertian.
Ako su ¢, ¢, € F(R?*, q) onda se jednadzba Oy = ¢, zove Maxwellova
jednadzba i ona je jedna od najvaznijih jednadzbi u elektrodinamici. Ako
Maxwellovu jednadzbu raspiSemo po koordinatama dobijemo 16 parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi od kojih su samo neke zanimljive. Koordinatne
funkcije ¢4 u fizici mogu biti i opcenitije, a ne nuzno klase C'*°,



