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Predgovor

Ova skripta je napisana s namjerom da pomogne studentima Prirodoslovno-
matematickog fakulteta Sveucilista u Splitu pri polaganju kolegija Uvod u
vjerojatnost i statistiku. Podijeljena je u pet poglavlja.

U prvom poglavlju se proucava diskretni vjerojatnostni prostor. Uvode se
diskretne slucajne varijable, njihove distribucije, srednje vrijednosti, momenti
i disperzije. Pozornost se posvecuje vaznim primjerima slucajnih varijabla
kao Sto su Poissonova, binomijalna, Bernoullijeva, polinomijalna, geometrij-
ska itd. Promatraju se prostori integrabilnih diskretnih sluc¢ajnih varijabla
i uvodi uvjetno ocekivanje te uvjetna vjerojatnost. Dokazuju se i neke ele-
mentarne verzije zakona velikih brojeva.

U drugom poglavlju se uvode prostori s mjerom i vjerojatnostni prostori,
izmjerive funkcije i slu¢ajne varijable te funkcije distribucije i gustoce na
n-dimenzionalnom realnom prostoru. Uvodi se i pojam Lebesgueove mjere.

U tre¢em poglavlju se uvodi Lebesgueov integral izmjerive funkcije na
prostoru s mjerom i vjerojatnostnom prostoru te proucavaju neka njegova
elementarna svojstva. Daje se usporedba Riemannovog i Lebesgueovog in-
tegrala te definira integral vektorskih i matriénih funkcija. U cetvrtom po-
glavlju se uvode L,-prostori i proucavaju neka njihova osnovna svojstva, pri
cemu je naglasak na primjerima kao sto su Hilbertovi prostori te [,-prostori.

Posljednje poglavlje je sredisnji dio skripte. U njemu se proucavaju
slucajne varijable, nizovi i redovi slucajnih varijabla, nezavisnost slucajnih
varijabla, njihove distribucije i marginalne distribucije te razne vrste konver-
gencija slucajnih varijabla. Posebna pozornost se posvecuje slucajnim uzor-
cima, njihovim statistikama, srednjim vrijednostima i disperzijama slucajnih
uzoraka, rednim statistikama te distribucijama povezanim sa slucajnim uzor-
cima kao $to su Studentova, Fischerova, Gaussova, y?-distribucija itd. U
ovom poglavlju se proucavaju slabi i jaki zakoni velikih brojeva te centralni
granicni teorem u nekoliko jednostavnih verzija.

Skripta obiluje primjerima svih vrsta - od jednostavnih do suptilnih kao
Sto su Cantorova mjera i njezini momenti, Rademacherovi nizovi te Brownovo
gibanje i Wienerova mjera.
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Poglavlje 1

Diskretna vjerojatnost

1.1 Diskretni vjerojatnostni prostor

DEFINICIJA 1.1 Neka je Q neprazan konacan ili prebrojiv skup, 2 par-
titioni skup od Q i P : 2% — [0,1] funkcija za koju vrijedi:

(a) P(@)=0, P(2) =1

(b PAUB)=P(A)+P(B), 20 ANB=9
Tada se P zove vjerojatnost na 2, a uredeni par (2, P) se zove diskretni
vjerojatnostni prostor. Svaki A C §) se zove dogadaj, a P(A) se zove
vjerojatnost dogadaja A. Svaki jednoclani podskup od ) se zove elemen-
tarni dogadaj. Svojstvo (b) se zove aditivnost od P.

TEOREM 1.2 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor. Tada vrijede
sljedece tvrdnje:
(1) Ako su Ay,..., A, C Q disjunktni i n € N onda je

P(AiU---UA,) =PA)+---+P(A)

(2) Ako je A C B onda je P(A) < P(B) (Monotonost od P).

3) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB), A,BCQ

(4) P(A9)=1-P(A), ACQ

(5) Svaki dogadaj A C Q, A # &, je unija elementarnih dogadaja i vrijedi

P(A)= > P({w})

w€eA
(6) Ako su A, C Q, n > 1, disjunktni onda je
P(UA,) =3P (An)

Ovo svojstvo zovemo o-aditivnost vjerojatnosti P.
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POGLAVLJE 1. DISKRETNA VJEROJATNOST 2

Dokaz (1) Slijedi iteracijom iz aditivnosti od P. (2) Iz A C B slijedi B =
AU (B\A) paje P(B) = P(A) + P(B\A) sto znaci P(B) > P(A). (3)
AUB = AU(B\A)i (AN B)U(B\A) = Bpaje P(AUB) = P(A)+P (B\A)
i P(ANB)+ P (B\A) = P(B) iz ¢ega dobijemo tvrdnju. (4) AUA®=Q pa
je P(A)+P(A°) = P(Q) =1.(5) Slijedi iz (1) i (2) i apsolutne konvergencije
danog reda. (6) Neka je A =|J A,. Tada grupiranjem ¢lanova u sumi po (5)

PlA)= 2 PRed) =2 2, P(w}) =2 P4

wEA n weA,

pa slijedi tvrdnja.
PRIMJERI 1.3

(1) Neka je Q neprazan konacan skup, |2 =n € N, Q = {wy,...w,}. Ako
je P vjerojatnost na Q ondaje 1 = P ({w1})+-- -+ P ({w,}) pa ako stavimo
pr = P{wi}), k=1,...,n, onda je

p1+...—|—pn:17 ngk§17 k:17...,n

Ako uvedemo oznaku p = (p1,...,p,)" onda je p € R™ i skup svih ovakvih p,
pridruzenih vjerojatnostima na {2, ¢ini simpleks u R” dimenzije n — 1 ¢iji
su vrhovi bazni vektori eq, ..., e,.

(2) Neka su 21 P iz (1). Kazemo da je P uniformna diskretna vjero-
jatnost na  ako je P ({w}) = P({w'}), w,w’ € Q. Tada je P ({wy}) = 1,
za svaki k. Pripadni vektor pridruzen ovoj vjerojatnosti je (%, C %)T e R”
i to je upravo teziSte simpleksa.

(3) Neka je Q prebrojiv skup, 2 = {w,;n € N} i P vjerojatnost na 2. Ako
uvedemo oznaku pr = P ({wr}), £ > 1, onda je

Soe=1,0<p <1, k>1
k=1

Obratno, ako zadamo niz (py) , za koji vrijedi gornji uvjet, onda postoji je-
dinstvena vjerojatnost P na €2, takva da je pr = P ({wx}), & > 1. Dakle,
sve vjerojatnosti na 2 ¢ine beskonacno dimenzionalni simpleks u R>*. Za-
mijetimo da ovaj simpleks nema teziste, tj. ne postoji uniformna diskretna
vjerojatnost na prebrojivom skupu (2.

DEFINICIJA 1.4 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.

(1) Kazemo da su A, B C Q) nezavisni ako vrijedi P(ANB) = P (A) P(B).
(2) Kazemo da je familija {A; C Q;i € 1} nezavisna, ako za svaku konacnu
podfamiliju {A;,, ..., A;, } vrijedi

PA,N---NA;,)=P(A;,) - P(A;)
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(3) Neka je A C Q, P(A) > 0. Tada se funkcija
Py:2% —10,1], P4 (B)=P(ANB)/P(A)

zove uvjetna vjerojatnost uz uvjet A. Ona je, evidentno, vjerojatnost na
Q i za nju wvodimo dodatnu oznaku Ps(B) = P (B|A).

(4) Konacna ili prebrojiva familija {FE,;n > 1} nepraznih disjunktnih pod-
skupova od €2 se zove particija od §) ili potpun sistem dogadaja na )
ako je Q =, E,.

PRIMJERI 1.5

(1) Ako su A i B nezavisni, onda su takoder nezavisni sljedeéi parovi:
(A, B), (A, B, (A, BY).

(2) Ako je familija {A;;7 € I} nezavisna, onda je takoder nezavisna i familija
(3) Ako je P(A) =01ili 1, onda je A nezavisan od svakog drugog dogadaja,
cak i od samog sebe!

(4) Ako je neka familija nezavisna, onda je nezavisna svaka njezina prava
podfamilija. Obrat ne vrijedi, Sto pokazuje slijede¢i primjer. Neka su A; i
A2 DGZ&ViSDi, P(Al) = P(Ag) = % 1 Ag = (Al M Ag) U (Ai M AS) . Tada su
svaka dva dogadaja iz {A;, As, A3} nezavisna, ali familija {A;, A2, A3} nije
nezavisna zbog P (A; N Ay N Az) # P (A;) P (Ay) P (A;3).

(5) Ako je P(A;N---NAg) # 0 onda vrijedi formula P (A; N---NAg) =
P(A)) P(As|Ay) P(A3|A1 N Ay) - P(AglA1N.. N A).

PROPOZICIJA 1.6 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor i { E,}
potpun sistem dogadaja. Tada za A C ) vrijedi:

(a) P(A)=>_, P(E,) P(A|E,) (Formula totalne vjerojatnosti).

(b) P(E,|A) = P(E,) P(A|E,) /P(A), P(A) #0, (Bayesova formula).

Dokaz (a) Koristimo o-aditivnost od P. Za A C Qje P(A) = P(AUQ) =
P(ANUE, =P(UANE,))=> P(ANnE, => P(E,) P(AlE,).
(b) P (En|A) = P (E,NA)/P(A) = P(Ey) P (A|E,) [P (A).

PROPOZICIJA 1.7 Neka su (2, Py) i@ (Qq, P2) diskretni vjerojatnostni
prostor 1 ) = 0y X Qy. Tada postoji jedinstvena vjerojatnost P na € takva
da je

P(Al XAQ) :P(Al)P(AQ), Al C Ql, AQ C
Ova vjerojatnost P se zove produkt od P, © P i oznacavamo je sa
P = P, X P,. Diskretni vjerojatnostni prostor (1 x Qo, Py X Py) zovemo
produkt vjerojatnostnih prostora (21, P1) i (Qo, P).
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Dokaz P je jednoznacno odredena svojim vrijednostima na elementarnim
dogadajima {w} C Q, w = (wy,ws) € 2 = Oy x Q. Definiramo P sa

P({w}) = P ({w1}) P» ({w2})

i po Teoremu 1.2 imamo

PAixA) = > PHwh)= > > P{Hw,w)})

wEA] X As w1€A] wa €A

= > 2. Pi({wi}) B ({w2})

w1€A1 waEA>

= > Pi({wi}) 2 P({w2})

w1EA wo €Az

= P (A) Py(Ay)
za svaki A1 C q, Ay C Q.

NAPOMENA 1.8 Priformulaciji prakticnih problema iz vjerojatnosti, ¢esto
govorimo o ”slucajnom eksperimentu” ili ”pokusu”. Formalni ekvivalent tog
pojma je vjerojatnostni prostor (€2, P). Ako je sada zadano n eksperimenata
opisanih sa (€;, P;), i = 1,...,n, onda novi slozeni eksperiment ”provesti
sve dane eksperimente zajedno i nezavisno” je opisan produktom ovih vje-
rojatnostnih prostora (2 X --- x €, Py X ... X B,). Posebno cest slucaj je
ponavljanje danog eksperimenta, opisanog sa ({2, P), nezavisno n puta, $to
se opisuje produktom (€, P)" = (Q", P™).

1.2 Diskretne slucajne varijable

DEFINICIJA 1.9 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostnti prostor.

(1) Neka je QU neprazan skup i X : Q — Qq proizvoljna funkcija. Tada
se X zove slucajna varijabla u ;. Nama je najvaznigi slucaj €2, = R™.

(2) Ako je X slu¢ajna varijabla u Qy i E C €y, onda uvedimo oznaku
(Xelk) = XYFE)iP(XeFE) = P(X'(F)). Ako je Q = R onda
takoder wvodimo oznaku (X < a) = {w € X (w) <a}, a € R, i analogne
oznake (X < a), (X >a), (X >a), (X =a).

(3) Nekaje ACQix, :Q—=R, xy4(w) =1 zawe A xuw) =0, za
w ¢ A. Tada se x4 zove indikator od A.

PROPOZICIJA 1.10 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor i X :
Q — Q) slucajna varijabla uw Qi. Ako je Q' = X (Q) i P : 2% — [0,1],
P (E) =P (X € E), onda je (U, P") diskretni vjerojatnostni prostor. Vjero-
jatnost P’ se zove distribucija slu¢ajne varijable X i cesto je oznacavamo
sa P' = Px.
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Dokaz V' je, evidentno, najvise prebrojivi P’ (&) = 0, P'(€') = 1. Ako su
E1, By C € disjunktni, ondasui X! (E;), X! (E;) C Q takoder disjunktni
pa je

P (E\UE,) = P(X ' (E\UEy))=PX ' (E)UX(E))
= P(X7'(E1))+ P(X'(Ey)) = P'(E1) + P (Ey)

sto znadi da je P’ aditivna.
PRIMJERI 1.11 Neka je (€2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.

(1) Neka je X : 2 — R™ slucajna varijabla u R" 1 Q' = X () = {aq, as, ...},
pri ¢emu su svi vektori ax medusobno razli¢iti. Ako je By, = (X = ay), k > 1,
onda je {E; k > 1} potpun sistem dogadaja u €2 i vrijedi X = Y, arxp, .
Ako stavimo pp = P (Ey), k > 1, onda za distribuciju P’ = Px od X vrijedi
P’ ({ak}) = Pk, k Z 1.
(2) Svaka slucajna varijabla X : 2 — R™ se moze napisati na jedins-
tven nacin u obliku X = Y, apxp,, gdje su a; € R™ medusobno razliciti
i {Ek; k> 1} potpun sistem dogadaja na €. Bududi da je X () najvise
prebrojiv, ovakve sluc¢ajne varijable se takoder zovu diskretne slucajne
varijable.
(3) Neka je A C 2, n € Nip = P(A). Slucajna varijabla X : Q —
{0,1,...,n} C R za koju vrijedi

PX=k=0p0-p" " k=0,1,...,n
se zove binomijalna slucéajna varijabla s parametrima n i p. Ako je
n = 1 onda je X = x4 i zovemo je Bernoullijeva sluéajna varijabla
s parametrom p. Distribucija P’ slu¢ajne varijable x4 je vjerojatnost na
{0,1} definirana sa P’ ({0}) =1—p, P ({1}) = p.
(4) Vektor w € R"™ se zove multiindeks ako su sve njegove koordinate iz

Ny ={0,1,2,...}, ¢ = 1,...,n. Skup svih multiindeksa oznacavamo sa Nf

i uvodimo simbole: w! = wylwy! - w,!, |w| = w1 +ws + - + wp, (?7)) =
n n - n n .. b

Gl o), =afas? - agn, x € R, 0¥ =07 - Oy, gdje je Ok = 5o,

k=1,...,n, zaw,n € Nj.

Neka su sada k € N, p; € [0,1],i=1,....n,p1+ - +p, =1, p =
prer + -+ ppey, ' ={w € Nj; |w| = k} . Definiramo vjerojatnost P’ na '
sa P ({w}) = %pw. Tada se P’ zove polinomijalna vjerojatnost na R" s
parametrima k i p. Ona je zaista vjerojatnost:

P(@)= > Pup) = 2 Bp=(m+-+p) =1

|w|=F |w|=F
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Ona se ¢esto pojavljuje u prakticnim problemima. Naime, ako imamo sluc¢ajni
eksperiment opisan s (2, P) i ako je {F1, ..., E,} potpun sistem dogadaja u

Q tako da je p = P(Ey), ..., p, = P (E,), onda ponavljajuci nezavisno k
puta ovaj eksperiment, uvodimo slucajnu varijablu X = Xye;+---+ X, e, u
R™, pri ¢emu je X; broj koliko se puta dogodio E;,© = 1, ..., n, i zakljucujemo

da X ima polinomijalnu distribuciju s parametrima &k i p. Sluc¢ajnu varija-
blu X koja ima polinomijalnu distribuciju, zovemo polinomijalna slucajna
varijabla.

(5) Kazemo da je X : 2 — Ny C R Poissonova sluc¢ajna varijabla u R s
parametrom A\ > 0 ako vrijedi

P(X=k)=22e? k>0

k!

Distribucija P’ od X je vjerojatnost na ' = Ny, pri ¢emu je P’ ({k}) =
P(X =k), za k > 0. Vjerojatnost P’ se zove Poissonova vjerojatnost
na R s parametrom A\ > 0.

(6) Kazemo da je X : Q — Ny C R Pascalova slu¢ajna varijabla u R s
parametrima pir, gdieje 0 <p <1,ir e R, r >0, ako vrijedi

P(X=k) = () (1= p)F k>0

Distribucija P’ od X je vjerojatnost na €2 = Ny i zove se Pascalova vje-
rojatnost na R s parametrima p i . Ako je r = 1 onda se X zove
geometrijska slucajna varijabla s parametrom p, a njezina distribucija
P’ se zove geometrijska vjerojatnost s parametrom p.
(7) Kazemo da je X : @ — N C R logaritamska slucajna varijabla u R
s parametrom p, gdje je 0 < p < 1, ako vrijedi

P(X=Fk) =—L0n" f>

logp k&

Distribucija P’ od X je vjerojatnost na N i zove se geometrijska vjerojat-
nost s parametrom p.

DEFINICIJA 1.12 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.

(1) Kazemo da su sluéajne varijable X; : QQ — Qy,..., X, : Q — Q,
nezavisne, ako su dogadaji (X, € F1),...,(X, € E,) nezavisni, za svaki
Ez’ CQi, 1= 1,...,TL.

(2) Kazemo da je familija {X;;1 € I} sluéaynih varijabla X; : Q) —
Q; mezavisna, ako je nezavisna svaka njezina konacna podfamilija.

PROPOZICIJA 1.13 Neka je X slucajna varijabla u R™ s koordinatama
X1,...,X,. Tada su koordinate od X nezavisne ako 1 samo ako vrijedi for-
mula Px = Px, X --- X Px,.
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Dokaz Koordinate od X su nezavisne ako i samo ako je
P(XieE)Nn---N(X,€FE,))=P(X,€FE)---P(X, €FE,)
za svaki F; C R. Ovu relaciju mozemo drugacije zapisati u obliku
P(XeFE x---xE,)=P(Xy€F) ---P(X,€eE,)

ili u obliku Px (Fy; x --- x E,) = Px, (Ey)--- Px, (F,) §to je ekvivalentno
saPX:lexn-xPXn.

DEFINICIJA 1.14 (1) Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor i
X : Q — R slucajna varijabla. Ako red ) o X (w) P ({w}) konvergira
apsolutno, onda kazemo da je X integrabilna slucajna varigabla, a broj
EX = > X (w)P({w})
we)
zovemo ocekivanje ili srednja vrijednost od X.

(2) Ako su X,Y : Q — R, onda kaZemo da je X =Y skoro svuda u
odnosu na P i pisemo X =Y s.s., ako je X (w) =Y (w), za svaki w € ()
za koji je P ({w}) # 0.

(3) Oznacimo sa Ly (2, P) skup svih integrabilnih slucajnih varijabla X :
Q — R, pri cemu identificiramo slucajne varijable koje su jednake skoro svuda
u odnosu na P. Tada se Ly (2, P) zove prostor integrabilnih slué¢ajnih
variyjabla.

TEOREM 1.15 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor i X,Y :
) — R integrabilne slucajne varijable. Tada vrijedi:
1) X +Y jeintegrabilna i E(X +Y) =EX + EY
2) aX je integrabilna, o € R, i E (aX) = aEX
3) Ako je X <Y onda je EX <EY
4) Ako je X = x4 onda je EX = P (A)
5) Ako je X =Y s.s. onda je EX = EY
6) Ako je X =) ay,xp, onda je EX =5 a,P (E,)
(7) Ako je Q konacan skup onda je svaka slucajna varijabla X : Q — R
integrabilna.
(8) Ly (2, P) je vektorski prostor nad R
(9) Formulom || X||1 = E|X| je dana norma na Ly (2, P)
(10) (L1 (2, P),||-|l1) je Banachov prostor, tj. potpun normiran
vektorsk: prostor.
(11) [EX| < E|X|
(12) Ako je X () ={an;n € N} i P’ = Px distribucija od X, onda je

EX = Zn: a, P ({a,})

(
(
(
(
(
(
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Dokaz Tvrdnje (1) do (7) slijede neposredno iz definicije od EX. (8) Slijedi
iz (1)1 (2). (11) Slijedi iz relacije trokuta i definicije od EX. (12) slijedi iz (6).
Dokazimo (9): Relacija trokuta: [|[X +Y| = E|X +Y| < E(|X|+1Y]|) =
EX|+E|Y| = || X]|l, + Y|, pri ¢emu smo koristili (1) i (3). Nadalje,
I XIh =0 EX|=0& > _|Xw)|P({w}) =0« X (v) =0, za svaki
we NQzakojije P{w}) #0< X =0ss. < X =0u L (2, P). Ostali
aksiomi za ||.||; su evidentni. (10) Sve osim potpunosti slijedi iz (8) i (9).
Potpunost ¢e biti dokazana kasnije. Vidi Poglavlje 4.

PRIMJERI 1.16 Neka je (€2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.

(1) Ako su A, B C 2, onda je

(&) XauB = X4 T XB — XanB

(b) XaXB = Xans
(©) |xa — X5l = Xanrn, gdje je A A B simetri¢na razlika.

(2) Akoje A=A U---UA,, onda je A°= AN ---NAS paje
XA:1—XAC:1_(1—XA1)"‘(1_XAn)

Ako izmnozimo faktore na desnoj strani dobijemo
n

Xa =2 (_1)T_1 )IEEEDD XAy n-NA,,

r=1 1<i1<--<ip<n

Ako sada uzmemo srednju vrijednost i uvedemo oznaku

= XX P4 NN A)

1<i1<--<ip<n

dobijemo formulu ukljucenja-iskljucenja

P(A) =

n
r=

(_1)7‘—1 s,
1

Njezin specijalni slucaj za n = 2 je
P(AjUAy) =P (A)+ P(As) — P(A1 N Ay)
Sto smo veé¢ imali, dok za n = 3 dobijemo

P(A1 UAyUAs) = P(A1) + P(AQ) + P(A3)
—P(A1NAy) — P(AiNAs) — P(Ay N A3)
+P(A;1 N Ay N Ajg)
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(3) Ako su Ay, ..., A, C Qi By skup svih w € Q koji leze u tocno k skupova
Aq,..., A,, onda je

n

o, = 2 (D7) XX xaynena,

r—k 1<i1<-<ir<n

pa dobijemo formulu

n

P(B;) = zk (=) ()s,
gdje je s, iz (2).
(4) Neka je X € L; (2, P), X > 01 EX = 1. Definiramo P’ : 2 — [0,1] sa
P’ (A) = E[Xx,]. Tada je P’ vjerojatnost na ). Nadalje, ako sa [E’ ozna¢imo
oc¢ekivanje u odnosu na P’, onda je E'Y = E (XY') za svaku slucajnu varijablu
Y za koju je XY integrabilna u odnosu na P. Dakle, Y € Li(£2, P’) ako i
samo ako XY € L; (€2, P). Ovaj X se zove gustoé¢a od P’ u odnosu na P.
Zamijetimo da iz P (A) = 0 slijedi P’ (A) = 0 dok obrat opéenito ne vrijedi.
(5) Akoje X € L1 (Q,P)i P(X <0)=0onda je EX > 0.
(6) Ako je X ogranicena sluc¢ajna varijabla, a = inf, X (w) i b = sup, X (w)
onda je X € Ly (2, P) i vrijedi a < EX < b.
(7) Neka je P’ distribucija od X : @ — R, @ = X(Q)if: R — R
proizvoljna funkcija. Tada je f sluc¢ajna varijabla u odnosu na P’ i vrijedi
f € L1(QY, P') ako i samo ako je f(X) = fo X € L (Q, P), pri ¢emu je
Ef(X)=Ef, gdje je E' ocekivanje na (', P'). Naime, ako je X = > a,xg ,
E, = (X = an)a onda je f(X) = Zf(an) XE, b2 je

Ef(X)=>"f(a,) P(E,) =3 f(a,) P'({an}) = E'f

(8) Nekajep e R, p > 11 X : Q — R slucajna varijabla. Kazemo da je X
p-integrabilna ako je | X|” € L; (2, P). Skup svih p-integrabilnih slucajnih
varijabla X : 2 — R oznacavamo sa L, (§2, P), pri ¢emu takoder identifici-
ramo slucajne verijable koje su jednake skoro svuda, kao i u Ly (2, P). U
Poglavlju 4 ¢e biti dokazano da je L, (€2, P) Banachov prostor s normom
11, = (E1X).

Posebno je vazan Ly (€2, P). On je Hilbertov prostor, tj. potpun
unitaran vektorski prostor. Skalarni produkt na L (€2, P) je dan sa
(X|Y) =EXY i vrijedi || X2 = (X]X)"2.

Nadalje, definiramo L (€2, P) kao skup svih sluc¢ajnih varijabla X :  —
R koje su ogranic¢ene skoro svuda. Slucajna varijabla X je ograni¢ena skoro
svuda ako postoji @ € R takav da je | X| < « s.s. Infimum svih ovakvih «
oznacavamo sa || X ||. U Poglavlju 4 ¢e biti dokazano da je (Lo (€2, P), ||-||o0)
takoder Banachov prostor. Zamijetimo da je Lo, (€2, P) C L, (2, P) , za svaki
p= 11X, <1 X|le, za X € Loo (2, P) .



POGLAVLJE 1. DISKRETNA VJEROJATNOST 10

PROPOZICIJA 1.17 Ako su X,Y € Ly (2, P) nezavisne onda je slu¢ajna
variyabla XY integrabilna 1 EXY = EXEY .

Dokaz Neka je X =) a,xp, 1Y =), bixp, - Tada je
EXY = S anbi P (Ey N Fy) = 3 anby P (E,) P (F,) = EXEY
iz ¢ega slijedi tvrdnja.

PROPOZICIJA 1.18 Prostori L, (2, P) opadaju po inkluziji kako indeks
p raste t5. za svaki 1 < p < q < oo vrijedi

Ly (Q,P) > L, (Q,P) D L, (), P) D Lo (, P)

Dokaz Ako je 1 < s <r < 0o i E|X|" < oo onda zbog |X|” < 1+ |X]|"
slijedi E | X|" <1+ E|X]|" < co.

DEFINICIJA 1.19 Neka su X,Y € L1 (9, P).
(1) Ako je E|X|" < 0o onda se EX™ zove n-ti moment od X
(2) Ako je X € Ly (92, P) onda se realni broj

DX =E(X —EX)?

zove disperzija od X.
(3) Ako su X,Y € Ly (€2, P) onda se broj

EXY — EXEY

r(X,Y)= (DX)/2(DY)1/2

zove koeficijent korelacije od X 1 Y. Ako je r (X,Y) =0 onda kaZemo
da su X 1Y mnekorelirane.

PROPOZICIJA 1.20 Neka su X,Y € Ly (2, P). Tada vrijedi:

(1) Ako su X iY nezavisne onda su one i nekorelirane.

)
) DX = EX? — (EX)?

) D (aX +b) =a’DX, a,b € R

)D(X +Y)=DX +DY +2(EXY — EXEY)

) X 1Y su nekorelirane ako i samo ako je D (X +Y) =DX + DY
) Ako su X i Y nezavisne onda je D (X +Y) =DX + DY

) Ako su X 'Y nezavisne onda je XY € Lo (2, P) i vrijedi formula

D(XY)=DX -DY + (EX)’DY + (EY)* DX
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Dokaz (1) Slijedi iz 1.17. (2) Ako je V unitaran prostor i a,b € V', onda je
(alb) = ||a]| ||b]| cos ¢, gdje je ¢ kut izmedu a i b. Sada za V = Ly (92, P),
a=X—-EX,b=Y —EY dobijemo EXY —EXEY = (DX)"2(DY)"2 cos ¢
tj. r(X,Y) = cosp. Sve ostale tvrdnje slijede iz definicije neposrednim
racunom.

DEFINICIJA 1.21 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.

(1) Ako je X : Q — R”™ slucagna varijabla, X = Xye; + -+ + X,e,, s
koordinatama X; : Q) - R, i =1,...,n, onda kaZemo da je X integrabilna
ako su sve koordinate X; integrabilne 1 definiramo ocekivange ili srednju
vrigednost od X formulom

EX =EXje;1 +---+EX,e,

(2) Ako je X : Q — gl,, (R) slucajna varijabla, X = [X;;], s koordinatama
Xij Q=R i,7=1,...,n, onda kaZemo da je X wntegrabilna ako su inte-
grabilne sve koordinate X;; i definiramo ocekivange ili srednju vrijednost
od X formulom EX = [EX;;] € gl, (R).

(3) Neka je X = Xie1 + -+ + Xpe, slucajna varijabla uw R™.  Ako je
X, € Ly(1,P), 1 = 1,...,n, onda se matrica DX € gl, (R) s (¢,7)-tim
elementom EX; X; — EX;EX; zove disperzija od X.

PROPOZICIJA 1.22 Neka je X slucajna varijabla v R™. Ako postoji DX
onda vrijedi:

DX = E(X —EX)(X —EX) = EXX" — EXEX"

Dokaz Ako su a,b € R™ onda je ab™ € gl,, (R) matrica s (i, j)-tim elementom
a;b;. Formula slijedi neposredno iz definicije.

PROPOZICIJA 1.23 Neka je X slucajna varijabla u R™ koja ima disper-
zigu. Tada za svaki a € R™ ¢ svaki linearni operator A : R™ — R™ vrijedi:
(1) E(AX +a) = AEX +a
(2) D(AX +a)=A-DX - A7

Dokaz (1) Slijedi iz definicije od EX i linearnosti od E, dok (2) slijedi iz (1)
i prethodne propozicije.

PRIMJERI 1.24 Neka je (€2, P) diskretni vjerojatnostni prostor.
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(1) Ako je X binomijalna slu¢ajna varijabla u R onda je:
(a) EX =np (b) EX? = np +n(n — 1)p?
() EX? =np(l1 —p)(1-2p) (d) DX =np(l-p)
(2) Ako je X Poissonova sluc¢ajna varijabla u R s parametrom A onda je:

(a) EX = A (b) EX2 = A% + A

(c) EX3 = N 4+ 3)% + A (d) DX = A
(3) Neka su Ay,..., A, C Qi X = yxy,e1+ -+ X4, en slucajna varijabla u
R"™. Tada za svaki 7,5 = 1,...,n vrijedi:

(a) EX = P(Ay)ey +---+ P(Ay)e,
(b) DX; = P(A;)(1 — P(A;))
(c) EX;X; —EX,EX, = P(A;NA;j) — P(A;)P(4;)

(4) Ako je X polinomijalna slucajna varijabla u R" s param. k i p onda je
EX =kp, DX =kp— kpp”

gdje je p dijagonalna matrica s pq, ..., p, na dijagonali.
(5) Neka je X : @ — N C R slu¢ajna varijabla u R, definirana sa

PX=k =55 k>1

™

Tada EX ne postoji tj. X ¢ Li1(Q), P), a onda DX pogotovo ne postoji.

PROPOZICIJA 1.25 (Cebysevljeva nejednakost)
(1) Ako je | X|* integrabilna, za neki o > 0, onda vrijedi

P(IX] 2 €) < LEIX[, &> 0

(2) Ako je X € Li(Q2, P) onda je P(|X|>¢) <iE|X|,e>0
(3) Ako je X € Ly(R2, P) onda vrijedi

P(|X —EX|>¢) < DX, € >0
i ovu nejednakost zovemo Cebysevljeva nejednakost.
Dokaz (1) Neka je X =) a,xg, . Tada za € > 0 vrijedi:
EIX[* = Ylan" P(En) = > |an|” P(Ey)

n lan|>e

> Y P(E,) = P(IX] > ¢)

lan|>e

(2) i (3) slijede iz (1) zaa=11a = 2.
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DEFINICIJA 1.26 Kazemo da niz slucajnih varijabla (X,) u R konver-
: .. e g . C P
gira prema slucajnoj varigabli X po vjerojatnosti i pisemo X,, — X

ako P (|X,, — X| >¢) — 0, za svaki e > 0.

PROPOZICIJA 1.27 Neka je (X,) niz u Ly(Q2, P) za kojeg DX,, — 0.
Tada X, — EX, = 0.

Dokaz Po prethodnoj propoziciji je P (| X, —EX,| > ¢) < s%]])Xn — 0.

TEOREM 1.28 (Zakon velikih brojeva)
Neka je (X,,) niz nezavisnih slucajnih varijabla u R takav da je niz (DX,,)
ogranicen. Ako je S, = X1+ ---+ X,, onda %(Sn —ES,) £o.

Dokaz Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije zbog

D(+(S, —ES,)) = DS, < sna=2a—0

gdje je a € R takav da je DX, < «, za svaki n > 1.

KOROLAR 1.29 Neka vrijede wvjeti prethodnog teorema i neka za svaki
n > 1 vrigedi EX,, = a. Tada %Sn L.

NAPOMENA 1.30 Prethodne tvrdnje su posljedice Cebysevljeve nejed-
nakosti. Zanimljivo je da se ona takoder moze koristiti za dokaz nekih tvrdnja
iz analize. Za ilustraciju dajemo dokaz Weierstrassova teorema aproksima-
cije na I = [0,1]. Neka je C(I) vektorski prostor svih neprekidnih funkcija
f : I — R. On je Banachov prostor s normom || f|| = max | f(x)].

TEOREM 1.31 (Weierstrassov teorem aproksimacije)
Za svaki f € C(I) i svaki e > 0 postoji polinom P takav da je |P — f]|| < e.

Dokaz Ovo je izuzetno popularna tvrdnja. Postoji vise od stotinu dokaza
za nju! Ovaj dokaz je dao S. N. Bernstein pocetkom dvadesetog stoljeca. Za
feC()id >0 stavimo

w(f,6) =max{|f(z) — f(y)|;]x —y| <}

Tada zbog neprekidnosti od f vrijedi w(f,d) — 0, za 6 — 0. Definiramo n-ti
Bernsteinov polinom od f formulom

n

Bps(x) =3 (7)o" (1 —2)" " f(£)

r=0
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Dokazimo da niz (B, r) konvergira prema f u C(I), tj. ||Bns— f| — 0,
n — 00, iz Cega slijedi tvrdnja teorema. Ako je x € I i S, binomijalna
slucajna varijabla s parametrima n i p = x onda je B, ¢(z) = ]Ef(%Sn) pa
imamo

Bus@) = f@)] = |3 ()a (1= 2)" " (f(;) = )
< T (-0, )

|7 -=[<

+20If1 > ()=

|Z-z|>0

< w(f,0) +20f]- P(I550 — 2] > )

Sada po Cebysevljevoj nejednakosti imamo

P(|28, — x] > 0) < mzna(l — ) <

1/4

pa za 6 = n~/* dobijemo

|Bus(@) = f@)l S w(f,n ) + 50= [l = 0, n— oo
Sto znaci da B, sy — f u C(I).

PRIMJERI 1.32 Uvedimo oznaku B, (f) = B, , za f € C(I). Tada vri-
jede sljedece tvrdnje:

(1) Ako je fo(x ) =1, fi(z) =z i fo(x) = 2 onda za svaki n > 1 vrijedi
(a) Bn(fo) =
(b) Bu(f1) = f1
(¢) Bu(fo) = (1= )2+ 1 f
(2) B,:C(I) — C(I) je linearni operator, za svaki n > 1. Nadalje
(a) B (f)(0) = f(0), Bu(f)(1) = f(1), f € C(I)
(b) Bi(f) = f(O)(1 = fi) + fF(Lfi
(C) BnBl = Ban = Bl, T Z 1
(3) Vrijede sljedece nejednakosti:
(a) B,(f) >0,za f >0
(2) [Bal )] < Bu([1]), f € CUI)

() 1IBo(DI < £, feC)
(4) Za svaki f € C(I) vrijedi || B,(f) — fI| < 3w(f,n~'/?)
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DEFINICIJA 1.33 Ako je X : 2 — Ny C R onda se X zove cjelobrojna
sluéajna varijabla v R, a funkcija vy :[0,1] — R,

Ux(t) =B = 3 P(X =n) 1"

se zove generatrisa slucajne varijable X.

PROPOZICIJA 1.34 Neka su X 1Y cjelobrojne slucajne varyable u R.
Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(1) Ako su X i Y nezavisne onda je 1 x v (t) = ¥x(t)y(t), t € [0, 1]
(2) Ako postoji n-ti moment od X i ako je

(X)=X(X-1) (X —n+1)

onda vrijedi EX"™ = D" (1) 1 E(X), = ¢g?)(1), gdje je D = t4.
(3) Ako je X € Ly(R2, P) onda je

DX = Dy (1) — (Db (1)) = e (1) + ¥ (1) — (1)

(4) Ako je a > 0 onda je

E(a+ X)™! =

OC—

v ()t tdt

Dokaz (1) Buduéi da su X i Y nezavisne zakljucujemo da su t* i ¥ takoder
nezavisne. (2) Neposredno izracunamo D"y (t) 1 424)(¢) 1 uvrstimo ¢ = 1.
(3) Slijedi iz (2) za n = 2. (4) Bududi da je

1 1 00
[ty )dt = [P S t"P(X =n)dt
0 0 n=0

00 1
= X P(X =) [t
n=0 0

= i_oj P(X =n)—= =E(a+X)™!

a+n
dobijemo trazenu formulu.
PRIMJERI 1.35

(1) Ako je X binomijalna s parametrima p i n onda je

(a) ¥x(t) = (1 —p+pt)"
(b) E(X) = (")klp*, k> 1, E(X)p =0, k > n
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(2) Ako je X Pascalova s parametrima p i r onda je
(a) Yx(t) =p (1 — (1= p)t)~"
(b) E(X), = #n!(l —p)",zar =1

(3) Ako je X Poissonova s parametrom A onda je

(a) Yx(t) = exp(At — A)
(4) Ako je X logaritamska s parametrom p onda je

bx(t) = £ log(1— (1= p)t)

(5) Neka je X Poissonova slu¢ajna varijabla s parametrom A i
ga(z,t) = (1+t)%e™ t>—-1, zeR

Tada vrijedi:
(a) Eg)\(X, t) =1
(b) Egx(X, s)ga(X,t) = exp(Ast)
(c) gr(z,t) = >° Poa(x)t", t| <1,z € R

n>0
gdje je P, x polinom stupnja n dan sa

n _\\n—k T
Po(z) = ((n/\—)k)! (+), n=0
k=0
T n n—k
n _ n—k
(e) Pn )\2(33) - Z ()‘1(”)\2]3)! Pk A1 (33), n =0

DEFINICIJA 1.36 Neka je (2, P) diskretni vjerojatnostni prostor, {1 ne-
prazan skup, X : Q — Qy sluéajna varijabla, X () = ' = {a1,as,...},
E,=(X =a,) i1 ACQ. Tada se slucajna varijabla P(A|X) : Q — [0,1],
definirana sa

P(AIX) = > P(A|lEn)Xxg,
zove uvjetna vjerojatnost od A uz uvjet X.

PROPOZICLJA 1.37 (1) P(|X) =0, P(QX) =1
(2) P(Al U A2|X) = P(A1|X) + P(AQ‘X), pa0) Al ﬂAQ =d
(3) EP(A1X) = P(A)

Dokaz Slijedi neposredno iz definicije.
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DEFINICIJA 1.38 Neka vrijede uvjett prethodne definicije. Ako je Y €
L1(Q2, P) onda se slucajna varijabla

ExY =) Y(w)P({w}|X)

we

zove uvjetno ocekivanje od Y uz uvjet X.

NAPOMENA 1.39 Neka (V,].||) Banachov prostor, a, € V, n € N,
Kazemo da red ) a, konvergira apsolutno ako konvergira red > _|a,].
Zamijetimo da red Y _o Y (w)P({w}|X) konvergira apsolutno u Ly (2, P).
Naime

weld

2 V@) PAu Xl = 2 W) PAwh) = V],

weN

Prema tome, ako je Y € L1(), P) onda je

EEyY = 3 Y(W)EP({w}|X) = 3 Y(w)P {w} = EY

we wef

paje ExY € Ly(Q, P). Ako red u Banachovom prostoru konvergira apsolutno
onda on konvergira i njegove clanove mozemo permutirati po volji, a da mu
se suma ne mijanja. Ako je X(Q) = {aj,as,...} 1 E, = (X = a,) onda se
grupiranjem clanova reda ExY moze zapisati u obliku

ExY = Z p(E (YXE )XEn

TEOREM 1.40 (1) Ex : Li(Q, P) — Li(2, P) je linearni operator, za

svaki X : Q) — €. Operator Ex zovemo uvjetno ocekivanje uz uvjet X.
(2) EExY =EY, Y € L1(Q, P)

Ako ]e Y >0 onda je ]EXY >0

3)
) <
) Ako je Y = x4 onda je ExY = P(A|X), ACQ

) Ako je Y =>", bixa, onda je ExY = > 1 b P(Ag]| X)
) [ExY| <Ex Y]

) 1ExY|, < IVl

) Exl=1

Dokaz Prvih Sest svojstava slijede iz definicije i gornje napomene. (7) Sli-
jedi iz relacije trokuta za apsolutnu vrijednost i (4), a (8) iz (7) uzimanjem
ocekivanja, dok je (9) evidentno.

PRIMJERI 1.41
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(1) Ako su X i Y nezavisne onda je ExY = EY.

(2) Ako je X konstantna sluc¢ajna varijabla onda je ExY = EY, za svaku
slucajnu varijablu Y € Ly (9, P).

(3) Ako je X = x4 onda je ExY = ax 4 + Bx 4., za neke a, 5 € R.

(4) Nekaje X : Q — Q1 f:Q; — R takav da je f(X) € L1(Q, P). Ako je
Y € Li(Q, P) takav da je Y f(X) € L1(€2, P) onda vrijedi

Ex [YF(X)] = f(X)ExY
(5) Akoje X : Q — Q11 f:Q; — Qy onda za svaki Y € Ly(§, P) vrijedi
ExEro0Y = BrooExY = EpxY

(6) Vrijedi formula E3 = Ex i ||[Ex| = 1, pri ¢emu je norma operatora
A L(92, P) — Li1(Q, P) dana sa

|All = sup [|AY]|; = sup Ll
Y|i=1 Y #£0 1

(7) Ako je Y € Ly(Q), P) onda je ExY € Ly(2, P), za svaki X.
(8) Ako su Y7,Y5 € Ly(Q2, P) onda je E(ExY3)Ys) = E(Y1ExY5), tj.

(ExY1|Y2) = (Y1|ExY5)

Sto znaci da je EY, = Ex pa zaklju¢ujemo da je Ex projektor u Ly(£2, P).
(9) Mozemo smatrati da je R C L,(£2, P), za svaki p € [1, co]. Naime, svaki
a € R smatramo za konstantnu slucajnu varijablu a : Q@ — R, a(w) = a.
Tada je E, = E linearni operator na Li(€), P) i slika od E je R. Nadalje,
restrikcija od E na Ly (€2, P) je projektor na pravac R C Ly(£2, P).

(10) Efxy = Ex, ako je f injektivna na slici od X.

(11) Nekasu Xy,..., X, € L1(Q, P) nezavisne i jednako distribuirane sluc¢ajne
varijable. Ako je X = 1(X; 4+ --- + X,) onda je ExX; = X, za svaki
1=1,...,n.

(12) Neka je X slucajna varijabla u €, X(2) = {a1,as,...} 1 Y slucajna
varijabla u R", Y(Q) = {by,bs,...}. Distribucija P’ od Y je vjerojatnost
na Y () definiranu sa P'({bx}) = P(Y = by), k > 1. Definiramo uvjetnu
distribuciju P” od Y uz uvjet (X = a;) na Y (Q) sa

P'({bi}) = P(Y = b;|X = ay), i € N

Zamijetimo da je P” zaista vjerojatnost, naime

- P(X=ay)

(3

ZPU({bZ}) — ZP(Y = b@‘X — ak) _ P(X=ay) _ 1
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(13) Ako je Y € Ly(f2, P) i X slucajna varijabla u €2; onda definiramo
uvjetnu disperziju od Y uz uvjet X formulom

DxY =ExY? — (ExY)?
Zamijetimo da je DY = EDxY + DExY. Naime,

EDyY = EExY?-E(EyxY)?
= EY? — (EY)? —E(ExY)? + (EY)?
= DY —E(ExY)*+ (EExY)?
= DY —DExY

(14) Uvjetno ocekivanje ExY integrabilne sluc¢ajne varijable Y u R™ ili u
gl (R) definiramo po koordinatama kao u 1.21.



Poglavlje 2

Prostori s mjerom

DEFINICIJA 2.1 Neka je Q neprazan skup, 2% partitivns skup od Q i A C
29 takav da vrijeds:

(1) 2,02 € A

(2) Ako je A € A onda je A° € A.

(3) Ako je A, € A, n € N, onda je |J A, € A.
Tada se A zove o-algebra, a uredeni par (€2, A) se zove izmgerivi prostor.
Svaki element od A se zove tzmjerivi skup.

PRIMJERI 2.2

(1) Skup svih o-algebra A C 2% je parcijalno ureden inkluzijom. Najma-
nja o-algebra je A = {2, Q}, a najveéa je A = 2. Ako je Ay C 2% neprazan
skup i o (Ap) najmanja o-algebra koja sadrzi Ay onda kazemo da je o (Ap)
generirana sa 4. Zamijetimo da je o (Ag) jednaka presjeku svih o-algebra
na () koje sadrze skup Ay.
(2) Prefiks ¢ u nazivu o-algebre oznacava da je ona zatvorena na prebrojive
unije svojih elemenata. Ako u (3) umjesto zatvorenosti na prebrojive unije
trazimo zatvorenost na kona¢ne unije onda takvu strukturu zovemo algebra
skupova. Ako je {2 konacan onda se pojam algebre i o-algebre podudara.
(3) Ako je A C 2 g-algebrai A, € A,n € N,ondaje(), A, = (U, A%)° € A
Sto znaci da je A takoder zatvorena na prebrojive presjeke. Ako u prethodnoj
definiciji svojstvo (3) zamijenimo sa: Akosu A,, € A, n € N,ondaje(), A, €
A nista se ne mijenja: nova definicija ekvivalentna je staroj.
(4) Ako je A C Q onda je {@,Q, A, A°} najmanja o-algebra koja sadrzi A.
(5) Ako je A, C Q, Ay C Ay C --- 1 A =L/, A, onda kazemo da je (A,)
rastudi niz i pisemo A,, T A. Akoje A1 D Ay D --- 1 A=), A, onda kazemo
da je (A,) padajudi niz i piSemo A,, | A. Zamijetimo da vrijedi:

(a) Ako A, T A onda A¢ | A°.

20
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(b) Ako A, | A onda AS T A°.
(6) Ako je (A,) niz u 2% onda definiramo

TmA, = U 4, limA, =U ) 4

n k>n n kz>n

Skup limA, se zove limes superior niza skupova (A,), a skup limA, se
zove limes inferior niza skupova (A,,). Termini su uvedeni po analogiji na
niz realnih brojeva. Ako je (a,) niz u R onda je:

limz, = infsupxg, limx, = sup inf z;
n k>n n k2n

Zamijetimo da vrijedi:

(a) limA, C limA,,.

(b) w € limA,, ako i samo ako je w € A,, osim za kona¢no n € N.

(¢) w € limA,, ako i samo ako je w € A, za beskona¢no n € N.

(d) (imA,)¢ = lmAf, i (limA,)* = imAs,.

(e) Ako A, T Aili A, | Aonda je limA, = limA, = A.
Ako je limA, = limA, onda kazemo da (A,) konvergira i pisemo limA, =
limA,, = lim A,,.
(7) Neka je x4 : 2 — {0,1}, x4 (w) =1, zaw e Aix,(w) =0, zaw ¢ A.
Tada vrijedi

XEma, = HMXa,s Xima, = HMXy4,

(8) Neka je 2 topoloski prostor i B (€2) o-algebra generirana svim otvorenim
skupovima. Tada se B (2) zove Borelova c-algebra od (). Svaki element
iz. B (2) se zove Borelov skup. Posebno je svaki otvoreni ili zatvoreni skup
Borelov. Najvazniji ovakav slucaj je Q = R™. Npr. (a,b), (a,b], [a,b) i [a, D]
su Borelovi skupovi, za svaki a,b € R.

Zamijetimo da je B (R) takoder generirana sa {(—o0,a);a € R} ili sa
{(—o0,a];a € R} ili sa {(a,00);a € R} ili sa {[a,o0);a € R}.

Akojea € R", a =" a;e;1(—00,a] = (—00,a1] X+ -+ x (—00, a,] onda
je B (R™) generirana sa {(—o00,a];a € R"} isli¢no sa ostalima, kao za n = 1.
(9) Ponekad nam umjesto R treba R = RU{—o00,00}. On je topologki pros-

tor homeomorfan segmentu [0, 1] i za B(R) vrijede analogna svojstva kao za
B (R) u (8).
(10) Ako je A o-algebrana Qi A C Qondaje ANA={BNA;BeA}

o-algebra na A.

DEFINICIJA 2.3 Neka je (Q,A) izmjerivi prostor i u : A —1[0,00] C R
funkcija za koju vrijedi:
(1) p(2) =0



POGLAVLJE 2. PROSTORI S MJEROM 22

(2) Ako su A, € A, n € N, disjunktni onda je p(lJ, An) = >, 1 (A,)
Tada se p zove mgera na (2, A) , a uredena trojka (2, A, 1) se zove prostor
s mgerom. Svojstvo (2) se zove o-aditivnost mjere .

PROPOZICIJA 2.4 Neka je (0, A, n) prostor s mjerom. Tada vrijedi:
(1) Ako su Ay, ..., A, € A disjunktni onda je

p(ArU---UA) = p(A) + -+ p(4)

Ovo svojstvo zovemo aditivnost od L.

(2) Ako su A,Be€ Ai AC B onda je n(A) < u(B) (Monotonost od ).
(3) Ako su A, A, e Ai AC, A, onda je p(A) <> p(A,). Ovo svojstvo
se zove o-poluaditivnost od .

Dokaz (1) Slijedi iz definicije za Ay = @, k > n. (2) Ako je A C B onda
je B = AU(B\A) pa je u(B) = p(A) + (B\A) > p(A). (3) Ako je
B,=A,NAondaje B, € AilJ, Bn A. Neka je C7 = By, Cy = By\ By,

,C, = B,\(B1U---UB,,_1),n > 1. Tada je C,, € A, n > 1, niz disjunktnih
skupova i U, Gy = A, pa je 1 (A) = u(U, C) = ¥, 1(Ca) < X, 1(B,) <
2t (An).

TEOREM 2.5 Neka je (92, A, u) prostor s mjerom i (A,) niz u A.
(1) Ako A, T A onda je limpu (A,) = p(A).
(2) Ako A, | Aip(A,) < o0, za nekin > 1, onda je limp (A,) = u(A).

Dokaz (1) Ako je u(A,) = oo, za neki n > 1, onda je relacija trivijalna i
svodi se na 0o = oco. Zato pretpostavimo da je p(A,) < oo, za svaki n > 1.

Bududi da je A = A1 U, 54(An\An-1) i unija disjunktna slijedi

p(A) = p(A)+ 3,50 #(An\An-1)

= p(Ar) +lm ), p(AN\Ai-1)
o (Ar) +lim [ (Ag) — pu (Ar) + -+ g (An) — p (A1)
p(Ar) + lm (—p (A1) + 1 (An)) = limp (Ay)

) Mozemo smatrati da je u(A;) < oo. Tvrdnju je dovoljno dokazati za
@. Opdi slucaj slijedi iz ovog primjenom na A,\A, n > 1. Dakle, A; =

(2
A pu—
U, (ANAL 1) 1 A = Upsn (Ak\Aky1), n > 1, su disjunktne unije pa je

#(A) = 2 (AN Ak), e (An) = 2 (AN Aks), 0= 1

k>n

Buduéi da red ), p1(Ar\Ak+1) konvergira prema p (A;) njegov ostatak ko-
nvergira prema 0 tj. u(A,) — 0, n — oo.
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DEFINICIJA 2.6 Neka je (2, A, ) prostor s mjerom.

(1) Kazemo da je p konaéna mjera ako je p(S)) < oo i tada je, na-
ravno, p(A) < u(Q) < oo, za svaki A € A . Ako je () = oo onda
kazZemo da je 1 beskonaéna mjera. Ako je i1 (2) =1 onda kaZemo da je u
vjerojatnostna myjera ili vjerojatnost na (2, A). Tada se (2, A, ) zove
vjerojatnostni prostor. Vjerojatnost obicno oznacavamo sa P. Ako je
(Q, A, P) vjerojatnostni prostor i A € A onda se A zove dogadaj, a P (A)
se zove vjerojatnost dogadaja A. Tada je 0 < P(A) < 1.

(2) Ako je Q) topoloski prostor i B (2) C A onda kaZemo da je yu Borelova
mjera na €.

(3) Kazemo da je u koncentrirana na E € A ako je p(E°) = 0.

(4) Kazemo da je o diskretna mgjera ako je p koncentrirana na konacnom
ili prebrojivom skupu.

(5) Kazemo da je p o-konaéna ako postoje A, € A, n > 1, takvi da je
Q=U,A, iu(A,) < oo, za svakin > 1.

(6) Neka je p Borelova mjera na (2, B(QY)), gdje je Q@ Hausdorffov to-
poloski prostor. Kazemo da je u neprekidna ili difuzna ako je p ({x}) =0,
za svaky x € . Nagymangi zatvoreni skup, na kojem je u koncentrirana, se
zove mosac od |1 1 0znacavamo ga Sa Supp L.

PRIMJERI 2.7

(1) Ako su py i py mjere na (2, 4), € R, o > 0, onda su g + fig 1 gy
takoder mjere na (2, A) .

(2) Neka je Q neprazan skup, A =29 a € Q,i4, : A—[0,1] definirana sa
da (A) = x4 (a). Tada je J, mjera na (2, A) i zovemo je Diracova mjera
na ). Ona je koncentrirana u tocki a tj. 0, ({a}®) = 0. Neka je (a,,) niz
u [0,00), {an;n € N} skup razlicitih tocaka u Qi p = Y «a,d,,. Tada je
p mjera na (€2, 4). Ona je diskretna i koncentrirana na skupu {a,;n € N} .
Svaka diskretna mjera ima ovaj oblik.

(3) Neka je 2 neprazan konacan ili prebrojiv skup. Ako je (€2, P) diskretni
vjerojatnostni prostor u smislu Poglavlja 1 onda je on vjerojatnostni prostor
pri éemu je A = 29, pa zbog toga ispustamo A. Ova mjera P je diskretna
buduéi da je koncentrirana na najviSe prebrojivom skupu (2. Ona se moze

napisati u obliku
P= % P(w}d,
wes2
(4) Diskretna mjera p = > a,0,, je konacna ako je Y  «, < oo i be-
skonacna ako je Y «, = oco. Naime, 1 (2) = > «,. Ona je vjerojatnost
ako je > a, = 1. Napi§imo u ovom obliku neke vjerojatnosti iz Poglavlja 1.
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(a) Bernoullijeva mjera na R s parametrom p je dana sa
P=(1—-p)do+pd

(b) Binomijalna mjera na R s parametrima p i n je dana sa
- n n—=k
P=3% ()" (1—p)" "o
k=0
(c) Poissonova mjera na R s parametrom A je dana sa

P = Z ’\k—];e_)‘ék

k>0

(d) Polinomijalna mjera na R” s parametrima k i p je dana sa

P=> ﬁ—!!pw(sw

|w|=F

Sve ove mjere su Borelove i njihov nosac je supp P = {w; P ({w}) # 0},
pa je (supp P, P) diskretni vjerojatnostni prostor.
(5) Neka je p =), 5, 0, mjera na R. Ona je diskretna Borelova mjera na R i
p(A) = |ANN]| pa je ona beskonaéna mjera zbog 1 (R) = p (N) = |N| = 0.
(6) Neka je Q prebrojiv skup, A =221 u: A — [0,00], u(A) =0, ako je A
konacan i p (A) = oo, ako je A beskonacan. Tada je p aditivna funkcija ali
nije o-aditivna, tj. nije mjera.
(7) Nekaje piz (5), A, =n+Ng={n,n+1,...} . Tada A,, | &, u(A,) = o0,
n > 1, pa vidimo da tvrdnja (2) iz Teorema 2.5 ne vrijedi bez pretpostavke
p(A,) < oo, za neki n > 1.
(8) Neka je Q prebrojiv i A C 2 skup svih kona¢nih podskupova iz € i
njihovih komplemenata. Tada je A algebra, ali nije o-algebra. Definiramo
p: A—[0,1], u(A) =0, ako je A konacan i u(A) = 1, ako je A° konacan.
Tada je p aditivna, ali nije o-aditivna. Nadalje, ako je Q = {w,;n € N},
A, ={wi,...,wytonda A, T Qip(A,) =0, n>1,dok je u(2) =1, sto
znaci da p (A,) ne konvergira prema p (£2) .

DEFINICIJA 2.8 Neka je (2, A, ) prostor s mjerom.

(1) Ako je A e A i pu(A) =0 onda se A zove zanemariv skup. Skup
svih zanemarivih skupova od pu oznacavamo sa Z () .

(2) Kazemo da je (2, A, ) potpun prostor ili da je i potpuna mjera
ako je podskup zanemarivog skupa zanemariv tj. ako B C A i1 A € Z ()
povlaci B € Z (u) .

(3) Neka su p,v mjere na (2, A). Kazemo da je v apsolutno nepre-
kidna u odnosu na p i pisemo v < pu ako Z (v) 2 Z (n) . KaZemo da su v i
p ekvivalentne i pisemo v~ p ako jev K pip <L vty Z(v)=27(u).
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2.1 Lebesgueova mjera
PRIMJERI 2.9

(1) Neka je (€2, A, u) prostor s mjerom, A* skup svih AU E, gdje je A € A
i F podskup nekog zanemarivog skupa. Nadalje, neka je p* : A* — [0, 00],
p* (AU E) = p(A). Tada vrijedi:

(a) (2, A%, u*) je potpun prostor s mjerom.

(b) AC A*ip=up*A

(0) (A%) = A i (1) =
Prostor (02, A*, u*) se zove upotpunjenje od (2,4, ). Ako je (2, A, u)
potpun onda je A*= A i u* = p.
(2) Neka je u Borelova mjera na R™. Kazemo da je y lokalno konaéna ako
je n(K) < oo, za svaki kompakt K C R". Neka je F' : R — R rastuca tj.
F(a) < F(b), za a <b,izdesna neprekidna funkcija tj. F' ima limes zdesna

lim F(z)=F(a), a €R
z—a+0
Tada se F' zove funkcija distribucije na R. Ovakve funkcije nam sluze
kako bismo konstruirali lokalno kona¢ne mjere na R. Naime, ako je zadana
funkcija distribucije F' na R onda se moze dokazati, Sto mi neé¢emo raditi
zbog toga sto je to jako dugacko, da postoji jedinstvena lokalno konacna
Borelova mjera p na R takva da je

N((CL?b]):F(b)_F(a)? a<b

Obratno, ako je zadana lokalno konacna Borelova mjera @ na R onda je
ovom formulom, do na aditivnu konstantu, jedinstveno odredena funkcija
distribucije F' na R i za nju vrijedi

F(z) = F(0)+p((0.a]), x>0

F(r) = F(0) = p((x,0]), <0

Neprekidnost zdesna od F' se dobije iz o-aditivnosti od p i obratno.
(3) Neka je F funkcija distribucije na R i g pripadna mjera kao u (2). Ako
za limes slijeva uvedemo oznaku

F(a—)= lim F(x), aeR

x—a—0

onda za svaki a < b vrijedi:
(a) p((a,0]) = F (b) — F (a)
(b) p({a}) = F (a) — F (a—)
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p({b}) = F(b—) — F(a)
p({a}) = F(b) = F (a—)
(e) u(la,b)) = pl(a,b]) + p({a}) — p({b}) = F (b—) — F (a—)
(4) Neka su F'i p kao u (3). Tada vrijedi:

(a) p je neprekidna ako i samo ako je F' neprekidna.,

(b) p je kona¢na ako i samo ako je F' ogranic¢ena i tada je

(¢) p((a, b)) = p((a, bl)
(d) p(la, b]) = p((a, ]g

p(R) = F(00) = F(—00) = lim (F (z) - F(-x))

r—00

(5) Neka je f : R — R, f > 0, integrabilna po Riemannu na svakom intervalu
(a,b) C R. Definiramo F : R — R sa

F(a:):oz—l—}f(t)dt, x > 0; F(a:):oz—}f(t)dt, x <0

0 x
za neki a = F'(0) € R. Tada je F neprekidna funkcija distribucije na R i za
pripadnu mjeru p vrijedi

b

[f@)dt, a<b

a

1((a, b])

Funkcija f se zove gustoéa od u. Ako stavimo f = 1 onda je F (z) =
a + x. Tada za pripadnu mjeru p vrijedi p((a,b]) = b — a. Ova mjera je
posebno vazna. Ona se zove Lebesgueova mjera na R. Nju ¢emo u daljem
oznacavati sa mq. Upotpunjenje Borelove g-algebre B (R) u odnosu na my
oznacavamo sa B(R)" i zovemo je Lebesgueova o-algebra na R, a mjeru m;
takoder zovemo Lebesgueova mjera. Zamijetimo da (R, B (R),m4) nije pot-
pun prostor. Njegovo upotpunjenje je (R, B(R)", m}). Elementi od B (R)”
se zovu Lebesgueovi skupovi.

(6) Na R™ uvodimo parcijalni uredaj: za a,b € R” pisemo a < b ako je
a; < b, 1=1,...,n, gdje su a;, b; koordinate vektora a,b € R". Akojea <b
onda uvodimo oznaku

(a,b)={r eR%a;<x; <b;, i=1,...,n}

i slicne oznake: (a,b), [a,b], [a,b). Skup B = (a,b] se zove pravokutnik i
za njega vrijedi

(a,b] = (a1,b1] X -+ X (ay, by)

On ima 2" vrhova v;, 1 = 1,...,2". Koordinate nekog vrha v; se sastoje od
nekih koordinata od a i od nekih koordinata od b. Definiramo predznak «¢;
vrha v; sa g; = (—l)k" , gdje je k; broj koordinata vrha v; koje su koordinate
od a.
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Ako je F: R" — R i B = (a,b] pravokutnik s vrhovima v;, i = 1,...,2",
onda definiramo

2')’L
AF (B) = Z&LF (Uz)
i=1
Npr. za n =2, B = (ay, by] X (az, by] imamo
AF (B) = F(al,az) + F (bl,bg) — F (a,l,bg) — F(bl,CI/Q)

Neka je sada F': R® — R funkcija za koju vrijedi:

(a) Ap(B) >0, za svaki B = (a,b], a <b

(b) Ako je (xg) niz u R, xy > 29 > -+ i 2 — x € R” onda je
lim F' (zx) = F (z). Ovo svojstvo od F' zovemo neprekidnost zdesna.
Tada se F' zove funkcija distribucije na R”. Za n = 1 ponovno dobijemo
ve¢ prije definiranu funkciju distribucije na R.
(7) Neka je F' funkcija distribucije na R™. Tada se moze dokazati, Sto mi
opet ne¢emo raditi zbog toga Sto je to jako dugacko, da postoji jedinstvena
lokalno konacna Borelova mjera p na R"™ takva da je

w(B)=Ar(B), B=(a,b], a<b, a,beR"
(8) Ako je u kona¢na Borelova mjera na R" i F': R — R definirana sa
F (l’) - /J((-OO,.I]), (—OO,iL’] = (—OO,LL’l] X X (—OO,LEn]

onda je F' funkcija distribucije na R™ i vrijedi u(B) = Ar (B), B = (a,],
a < b. Ona je ogranicena i vrijedi 0 < F'(z) < p(R™), x € R™.

(9) Ako su Fi,..., F, funkcije distribucije na R i F' : R® — R funkcija
definirana sa

F(z)=Fi(z1) - F,(z,)

onda je F' funkcija distribucije na R™ i za B = (a, b] vrijedi:

Ap (B) = (Fi (b)) — Fi(a1)) - - (F (by) — Fy (an))

Ako su py, ..., i, i i pripadne mjere onda je

,LL((CL, b]) = Ml((ab bl]) T :un((am bn])

pa piSemo p = py X - -+ X u,, 1 mjeru p zovemo produkt mjera i, ..., .
Specijalno, ako stavimo F; (x) =z,i=1,...,n, € R, onda je u, = my
i = mg X -+ xmp. Ovu mjeru zovemo Lebesgueova mjera na R” i

oznaCavamo je sa m,. Funkcija distribucije ' od m,, je dana formulom

F(z)=x129--2,, v € R"
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(10) Ako je f : R* — R, f > 0, integrabilna po Riemannu na svakom
pravokutniku i [ f(z)dz < oo onda je F': R" — R,

Z1

funkcija distribucije na R". Za njezinu pripadnu mjeru g vrijedi:

b1 bn,

p((a,0) = [ [ flyr, - yn) dyr - - - dyn

za svaki a < b. Funkcija f se zove gustoca od pu.

(11) Analogno kao u (5) definiramo Lebesgueovu c-algebru B(R")* i Le-
besgueove skupove na R”. Ponovno vrijede analogna svojstva kao zan = 1.
Nadalje, takoder vrijedi:

(a) Ako je A € B(R"), a € R", onda je a + A € B(R") tj. Borelova
o-algebra je invarijantna na translacije. Analogno vrijedi za Lebesgueovu
o-algebru B(R™)*.

(b) Lebesgueova mjera m,, je invarijantna na translacije tj.

my (a+A)=m, (A), A€ B(R"), a e R"

Naime, ako je A = (a/,V] onda je a + A = (a + @',a + V] pa je tvrdnja
evidentna. Nadalje, pravokutnici generiraju Borelovu o-algebru.

TEOREM 2.10 (Teorem o produktu mjera)
Neka su (1, Ay, p1y) i (Qo, As, piy) prostori sa o-konacnim mgjerama, A; X
As o-algebra na 2 X Qs generirana svim skupovima oblika Ay X As, A1 € Ay,
Ay € Ay. Tada postoji jedinstvena mjera p na (€ X Qo, Ay X As) takva da
Je
M(Al X Ag) = ,U/(Al)IU/(AQ), Al - Al, AQ - AQ

Mjera 1 se zove produkt mgera (i, i pu, i oznacava se sa [ = [ X [y.
Prostor s mjerom (£21 X 9, A1 X Ag, 4 X iy) se zove produkt prostora s
mgerom (4, Au, (1) i (Qo, Az, i)

Dokaz Dokaz je dosta kompliciran pa ga ne navodimo. Diskretnu verziju
ovog teorema za vjerojatnostne mjere smo dokazali u Poglavlju 1. Vidi Pro-
poziciju 1.7.

PRIMJERI 2.11
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(1) Ako je ny + ny = n onda je

(a) B(R™™2) = B(R™) x B (R™)

(b) B(R") = B(R) x --- x B(R), n-puta

( ) Mpy+ny = mnl X My

(d) m, =my X --- X my, n-puta
(2) Kazemo da su mjere p; i i, okomite i piSemo p; L py ako su pq 1 pg
koncentrirane na disjunktnim skupovima. Npr. svaka diskretna mjera p na
R™ je okomita na m,,. Ako je u Borelova mjera na R™ onda kazemo da je u
singularna ako je p neprekidna i okomita na m,,.

2.2 Izmjerive funkcije

DEFINICIJA 2.12 (1) Neka su (2,A) i (¥, A") izmjerivi prostori i f :
Q — Q. Kazemo da je [ izmjeriva funkcija ako je f~1(A) C A .
{f~1(A); A e A} C A

(2) Neka je (0, A) izmjeriv prostor, ) topoloski prostor i f : Q — V.
Kazemo da je f izmjeriva funkcija ako je f~1(B(QY)) C A

PROPOZICIJA 2.13 (1) Neka su (€, A;), i = 1,2,3, izmjerivi prostori
f:Q — Qyig: Q9 — Q3. Ako su f i g izmjerive onda je g o f takoder
12MJETIVaA.

(2) Neka je (2, A) izmjeriv prostor, Q' topoloski prostor i f : Q — Q.
Ako je f~1(U) C A, za svaki otvoreni skup U C V', onda je f izmjeriva.

(3) Neka je (2, A) izmgjeriv prostor, Y, Q" topoloski prostori, f:Q —
izmjeriva funkcija i g : ' — Q" neprekidna funkcija. Tada je go f izmjeriva.

Dokaz (1) (go f)7'(A3) = 797 (43)) € Ay, za A3 € As. (2) B(YY) je
generirana topologijom. (3) Slijedi iz (1) i (2).

KOROLAR 2.14 Ako su f,g: Q — R izmjerive i ® : R? — R neprekidna
onda je h = ® (f, g) izmjeriva.

Dokaz (f, g) : Q — R? je izmjeriva pa po prethodnoj propoziciji zaklju¢ujemo
dajeh=®o(f g)=(f,g) izmjeriva.

KOROLAR 2.15 Neka su f,qg: Q2 — R izmjerive funkcije. Tada su izmje-
rive sljedeée funkcije: f + g, af, za a € R, fg, min(f,g), max (f,g), |f],

1/f, za f(x)#0, x € Q.

Dokaz Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara biranjem pogodne funkcije .
Npl". f+g:q)(fag)7 Z&@IRQ _>R7 (I)(t1+t2) =11 + 1o.
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KOROLAR 2.16 Neka je f: Q2 — R izmjeriva funkcija, f, = max(f,0),
f- =max (—f,0) = —min(f,0). Tada su f i f_ izmjerive funkcije i vrijedi:
(a) f+ >0, f- >0, f1f-=0
(b) f=fr—f- Ifl= f++f—
© Fo = LUA 4 s £ = 50— )
Nadalje, ako je g : Q) — R zzmjerwa funkcija onda vrijedi:
(e) max(f,g) = 3(f +g+|f—gl)
(f) min(f,9) = 3(f +g—|f —gl)
(g) max(f,g) + min(f,g) = f+g
(h) max(f, g) —min(f,g) = [f — g

Dokaz Slijedi iz prethodnog korolara.

PROPOZICIJA 2.17 Neka je f : Q@ — R"™ funkcija s koordinatama f; :
Q—R,2=1,...,n. Tada je f izmjeriwva ako i samo ako su 1zmjerive sve
koordinate f;, 1 =1,...,n.

Dokaz f~1 (U x --- x U,) = fy 2 (U)N---N f71(U,), Us € R. Nadalje, svi
produkti U; x --- x U, U; otvoreni u R, ¢ine bazu topologije na R".

PRIMJERI 2.18

(1) Za f : Q — Q' uvodimo oznaku (f € A) = f~1 (A) ={w e Q; f (w) € A},
AcC . Akoje Q) =R, a € R, onda takoder pisemo (f < a) = f~1 ((—o0, a))
i slicne oznake: (f < a), (f > ), (f > a), (f = «). Buduéi da vrijedi:

(f>a)=N,(f>a=3), (f<a)=N,(f>a+7])

zakljucujemo da je izmjerivost od f ekvivalentna sa svakim od slijedec¢ih
svojstava:

(a) (f>a)ed,aeR  (b)(f>a)e A aeR

o) (f<a)e A, aeR () (f<a)eA aecR
(2) Neka su f,g: Q2 — R izmjerive. Tada vrijedi:

(a) (f = a) je izmjeriv, o € R

(b) (f = g) je izmjeriv

(¢) x4 je izmjeriva ako i samo ako je A izmjeriv

(d) Svaka konstantna funkcija je izmjeriva.

Slicne tvrdnje vrijede ako umjesto R stavimo R.
(3) Akoje f: Q — Q' 1 A" g-algebra na €’ onda je

) = (A A €AY



POGLAVLJE 2. PROSTORI S MJEROM 31

o-algebra na . Ako je A o-algebrana Qi A" = f(A) = {f(4);A e A}
onda A’ ne mora biti o-algebra. Ako je A o-algebra na € i

A ={A c; 1A e A}
onda je A’ o-algebra na V.

TEOREM 2.19 Ako su f, : Q@ — R izmjerive Junkcije, n > 1, onda su
sljedecée funkcije takoder izmjerive: sup f,, inf f,, imf,, imf,, lim f,, (ako

postoji), > fun (ako konvergira).

Dokaz Ako je f = sup f, onda je (f >a) = |J(fn > a), a € R, iz cega
slijedi izmjerivost od f, po prethodnom primjeru. Ako je f = inf f,, onda je
f = —sup(—f,) paje f izmjeriva. Nadalje, izmjerivost preostalih funkcija
slijedi iz izmjerivosti ovih dviju, naime limf, = sup, inf,>x f, i imf, =

infy, sup,,>;. fn, a ako postoji lim f,, onda je lim f, = limf, = limf, te je
takoder > f, = lim (f1 + - + fn).

KOROLAR 2.20 Neka su f, f, : Q@ — R izmjerive i E C Q skup svih
w € Q za koje postogi lim f,, (w) = f (w). Tada je E izmjeriv.

Dokaz Ako je g = limf, i h = limf, ondaje E=(g=h)N(g=f).

DEFINICIJA 2.21 (1) Neka je (2,A, ) prostor sa potpunom mgjerom.
Ako neka tvrdnja ili svojstvo vrijede za sve w € Q osim zaw € E, p(FE) =0,
onda kaZemo da ta tvrdnja ili svojstvo vrijedi skoro svuda, skraceno s.s. ili
ps.s. Npr. f=gs.s znaci f(w)=g(w),w#E, u(E)=0, dok f < o0
s.s. znaci f (w) < oo, w# E, u(E)=0.

(2) Neka je f : Q — R izmjeriva © f(Q) konacan skup. Tada se f
zove prosta funkcija. Ako je f(Q) = {a1,...,a,} @ Ex = (f =ax),
k=1,...,n, onda se, evidentno, f moZe napisati u obliku

[ =oaixg + -+ anxg,

Ovakav prikaz je jedinstven ako su aq, ..., o, razlicite.
Zamigetimo da sve proste funkcije f : 2 — R ¢ine algebru nad R. Ako je
f prosta onda su |f|, f+ i f- takoder proste.

TEOREM 2.22 Neka je f : Q@ — [0, 00] izmjeriva funkcija. Tada postoji
niz prostih funkcija f, : 0 — R tako da vrijedi 0 < fi < fo < --- < f 1
lim f, (x) = f (z), x € .
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Dokaz Akojen > 111 <k < n2" onda stavimo

En,k:(fe [%72%))7 Fn:(fzn)

n2™m

o kel
fa=2_ % Xg,, T Xk,
k=1

Tada je (f,,) trazeni niz prostih funkcija.
Zamijetimo da je f(z) — fn (x) <277 za f(x) < n.

KOROLAR 2.23 Ako je f : Q — R izmjeriva onda postoji niz prostih
funkcija (f,) tako da vrigedi |f,| < |f|, n>1,4 limf, (x) = f(x), z € Q.

Dokaz Neka su (g,) i (h,) nizovi prostih funkcija iz teorema pridruzeni
funkcijama f, i f_. Tada niz f,, = g, — hy,, n > 1, ima trazeno svojstvo.

DEFINICIJA 2.24 (1) Neka je (52, A, ) prostor s mjerom, 2y topoloski
prostor i f : Q — Qq izmjeriva funkcija. Ako je v : B () — [0,00],
v(E)=u(f € FE), onda je v, evidentno, mjera na (21, B (£)) i zovemo je
distribucija od [ w odnosu na ji i oznacavamo je sa v = iy = 1 O L

(2) Neka je (2, A, P) vjerojatnostni prostor, £y topoloski prostor i f :
Q — Q izmgerva funkcija. Tada se f zove slu¢ajna wvarijabla u €.
Slucagne varyable obiéno oznacavamo velikim slovima X,Y, Z, ... Zamijetimo
da je (1, B (1), Pr) vjerojatnostni prostor.

(3) Kazemo da je slucajna varijabla f iz (2) diskretna ako je f(Q2) najvise
prebrojiv skup. Tada je, evidentno, distribucija Py diskretna vjerojatnost na
f() i (f(), Py) je diskretni vjerojatnostni prostor.

PRIMJERI 2.25

(1) Lebesgueova mjera m,, je lokalno kona¢na, o-kona¢na, neprekidna i be-
skonacna. Akojen > 21 fi,....fn : R* = R, fi(x) = ap, k =1,...,n,
onda su funkcije fi,..., f, neprekidne pa su i izmjerive. OznacCimo sa vy
distribuciju od f; u odnosu na m,. Tada je v = --- = v,, Borelova mjera
na R. Ona nije o-kona¢na! Naime, v; (F) = oo, ¢im je my (E) # 0, zbog

i (E) =mp (EXRx - xR) =my (E)m(R)" " = o0

za my (E) # 0. Prema tome vy (F) = 0 ili oo, za svaki £ € B (R)! Mi ¢emo
veoma rijetko razmatrati mjere koje nisu o-konacne. Naime, o-konac¢nost se
moze smatrati “minimumom ljepote” za neku mjeru. One koje su "ruznije”
nisu uopce popularne, s manjim iznimkama. Gornja mjera v; sluzi samo kao
egzoticni primjer i u daljem nam nece trebati.
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(2) Neka je v norma na R, D, = {z € R"; v (z) < 1} otvorena kugla od v
sa sredistem u 0 radiusa 1. Tada je

my(v <t) =m,(tD,) = m,(D,)t", t >0

Dakle, funkcija distribucije od m,ov=! je F (t) = m, (D,)t", zat > 0, pa je
distribucija m, o v~! koncentrirana na [0, c0) i ima gustoéu n - m, (D,) "1
(3) Navedimo neka standardna svojstva od m,, poznata iz analize:

(a) mn ({}) =0, z € R"

(b) my, (a+ E) =m, (E),a eR", E € B(R")

(¢) mn (UE) =my (E), U €O (n), EeB(R"

(d) my, (AE) = [det A| - m,, (E), A € gl,, (R)
(e) Ako je A € GL, (R) onda je distribucija od A proporcionalna sa m,,
tj. mpo Al =a -m,, gdje je a = 1/ |det A

(f) Ako je A € gl, (R) singularna onda distribucija od A nije o-konacnal
(4) Definiramo niz otvorenih skupova F,, C I = [0,1], n € N, induktivno
sa: By = (%, %), E,, dobijemo tako da svaki od 2"~! segmenata od I\ FE,_;
podijelimo na tri jednaka dijela i uzmemo iz njih srednju otvorenu treéinu.
Dakle, E, je disjunktna unija od 2"~ ! intervala F, x, k = 1,...,2""1 a svaki
E, , ima duljinu 37". Nadalje

(a) E,, n > 1, su disjunktni i m; (E,) =2""1/3", n>1

(b) Ako je F =|J E, onda je E otvoren i

mi(B) =Y mi(E,) =Y & =1

n>1 n>1

(¢) Skup C' = I\ E je zatvoren u I i zovemo ga Cantorov skup.

(d) mi (C)=m(I\E)=1—m1(E)=1-1=0

(e) x € C ako i samo ako je x = Y ., a,37", gdje je a, = 0 ili 2. Ovo
se dobije ako = napisemo kao decimalni broj pri ¢emu koristimo bazu 3. Iz
ovoga slijedi neprebrojivost od C.
(5) Definiramo funkciju ¢ : [ — I,

pla)=21 ze By k=1,...,2""

Tada je ¢ neprekidna i monotona funkcija i zovemo je Cantorova funkcija.
Za nju vrijedi:

(a) (0) =0, (1) =1

(b) o(3) = o (x) . € 1

(©) p(52) = L+ 1o (2), w1

(d) ¢ Je derivabilnana E=C°i ¢/ (z) =0,z € F
(6) Cantorova funkcija ¢ je funkcija distribucije na R pa definira mjeru u na
R koju zovemo Cantorova mjera na R. Ona ima sljedec¢a svojstva:
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a) 1 je Borelova vjerojatnost na R koncentrirana na [ = [0, 1]
b) i je neprekidna i supp p je Cantorov skup.
¢) p je singularna mjera zbog my (C) =0

d) Ako je B C I Borelov skup onda je

u(3B) = u(3B +3) = 31 (B)

(
(
(
(

34



Poglavlje 3

Integracija izmjerivih funkcija

3.1 Osnovna svojstva integrala

DEFINICIJA 3.1 Neka je (2, A, ) prostor s mjerom.
(1) Ako je f: Q — R, f = a1xp, + -+ arXp, prosta funkcija onda se

[ fdp = oqp (Ey) + -+ agpu (Ey)

zove integral od f po mjeri y, ako je u(f # 0) < oc.
(2) Ako je f: Q — R izmjeriva i f > 0 onda se

[ fdp = sup{ [ hdu;0 < h < f, h prosta}

zove integral od f po mgeri p. Ako je [ fdp < oo onda kazemo da je f
integrabilna ili i-integrabilna.
(3) Ako je f: Q — R izmjeriva onda se

[ fdp= [ fedu— [ f-du

zove wntegral od f po mgeri u, ako je bar jedan od ova dva integrala
konacan. Ako su oba integrala konacna onda kaZemo da je f integrabilna
ili p-integrabilna.

(4) Ako je E € A onda definiramo [, fdu = [ fxgdp.

(5) Za integral uwvodimo i druge oznake

J[fdp= [ f(w)du(w)= [gfdu= [ [f(w)du(w)

TEOREM 3.2 Neka je (2, A, 1) prostor s mjerom i f, g : Q — R integra-
bilne funkcije. Tada vrijedi:

(1) [afdp=«a [ fdu, a € R.
Ako je [ < g onda je [ fdu < [ gdp (Monotonost integrala).

(2)
(3) | [ fdu| < [|f|du (Ocjena integrala).
(4) fxg je integrabilna za svaki E € A.

35
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Dokaz (1) Ako je f prosta onda je tvrdnja trivijalna. Ako je f >01ia >0
onda je

[afduy = sup{[ hdu;0 <h <af, hprosta}
= asup{[ Zdp;0 <2 < f, 2 prosta} = a [ fdu
Opcenito za f = fi — f- i a > 0 imamo (af), = afy, (af)_ = af- pa

po prethodnom dobijemo tvrdnju. Ako je o < 0 onda je (af), = —af_,
(af)_ = —af; paje

Jafdy = [(af), dp— [(af)_dp= [(~a)f-dup— [(~a)frdu
= —affidp+af fidp=af fdu

(2) Akoje f > 0,9>0, f <gi0<h < f gdjeje h prosta, onda je

0<h<gpaje [ fdu< [gdu. Akoje f < gondaje fy <g,if->g_pa
je [g-du < [ f_du sto znaci da je

Jgdp= [gedp— [g-dp> [ frdu— [ f-du= [ fdu

(3) Bududi da je — |f] < f < |f] tvrdnja slijedi iz (1) i (2).
(4) Bududi da je (fxg)s < fi,1 (fxg)- < f- tvrdnja slijedi iz (2).

TEOREM 3.3 Neka je (2, A, n) prostor s mjerom i f : Q — R izmjeriva
funkcja, f > 0. Ako je A : A — [0, 0],

= | fdp
E
onda je A mjera na (€2, A).
Dokaz Ako je f = ayxg, + -+ a,Xg, prosta funkcija onda je
AME)=aqp(EBE1NE)+- +au(E,NE)

pa je tvrdnja evidentna. Razmotrimo sada op¢i slucaj. Neka su B,, n > 1,
disjunktni izmjerivi skupovi i B = |J B,,. Ako je 0 < h < f, gdje je h prosta,

onda je
fhdu Zthdu<ZBffdu 2 A (Ba)
Ako uzmemo sup po h dobijemo A (B) <> A (B,).
Buduéi da je B, C B slijedi xz < Xxp pa je A(B,) < A(B) po pret-
hodnom teoremu. Ako je A (B,) = oo onda je tvrdnja trivijalna, pa mozemo
smatrati A (B,,) < oo, za svaki n > 1. Neka su sada zadanin € Nie > 0. Po
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prethodnom teoremu i ¢injenici da je max konacnog broja prostih funkcija
prosta funkcija zaklju¢ujemo da postoji prosta funkcija h, 0 < h < f, takva
da je

[ hdu > ffd,u—%, 1=1,..,n

B; B;

pa dobijemo

A(B;U---UB,)

V
—
>~
Q.
=
I
M:
>
o8
=

Zbog proizvoljnosti od n i € je

AB) = MU By) = YA (B) -«

paje A(B) > > A(B,) te je time tvrdnja dokazana.

TEOREM 3.4 (Teorem o monotonoj konvergenciji)
Ako je 0 < f1 < fo < - -+ niz izmjerivih funkcija @ f = lim f,, onda je

J fdp =Tlm [ fudp
Dokaz Bududi da je f, < f, n > 1, dobijemo [ f,dp < [ fdu, n > 1, pa je
K =1im [ fodp = sup [ fodp < [ fdp.

Neka je 0 < b <110 < h < f, gdje je h prosta, i B, = (f, > bh). Tada
B, T € pa je
K> [ fudp> [ fodu>0b [ hdp
By Bn

Po prethodnom teoremu vrijedi [, hdp — [ hdp, za n — oo, paza b — 1
dobijemo K > [ hdu. Ako sada uzmemo sup po h dobijemo K > [ fdu sto
na koncu daje K = [ fdpu.

TEOREM 3.5 Ako su f i g integrabilne onda je f + g integrabilna i

J(f+9)dp= [ fdu+ [ gdu
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Dokaz Ako su f i g proste onda je tvrdnja trivijalna. Neka su sada f, g
izmjerive i f > 0, g > 0. Po Teoremu 2.22 postoje nizovi prostih funkcija
(fn) 1 (gn) koji su rastucii f, — f, g, — g. Ako stavimo h = f + g onda niz
hn, = fn + g, raste i h,, — h. Sada po prethodnom teoremu imamo

J(f+9)dp = lim [ (fn+ ga)dp=lm[f frdp+ [ gndp]
= lim [ fodp +lim [ g,dp = [ fdp+ [ gdu

Dokazimo sada opé¢islucaj: f=f,—f ., 9g=9g,—g_,h=f+g, h=h,—h_,
hy —h_ = fi+ — f- 4+ g+ — g- iz cega slijedi hy + f_- +g- = f+ + g9+ + h_.
Sada po prvom dijelu dokaza imamo

Jhedu+ [ fodu+ [g-du= [ frdu+ [grdp+ [h_dp
Buduéi da su svi ovi integrali konacni dobijemo [ hdp = [ fdu+ [ gdu.

KOROLAR 3.6 Neka su f,, > 0, n > 1, integrabilne funkcije i f = > fa.
Ako je f integrabilna onda je

J fdp =3[ fudu
Ako f nije integrabilna ond ovaj red divergira.

Dokaz Neka je g, = fi+ -+ fuo. Tadaje 0 < g1 < o < --- < fig,— f
pa po prethodna dva teorema imamo [ fdu =lim [ g,du =" [ fu.dp.

KOROLAR 3.7 (1) f je integrabilna ako i samo ako je |f| integrabilna.
(2) Ako su f i g izmjerive, |g] < f i f integrabilna onda je i g integrabilna.

Dokaz (1) f = f. — f_, |f| = f+ + f-. Nadalje, f je integrabilna ako i samo
ako [ fidu < 0o i [ fodp < oo sto je ekvivalentno sa [ |f|du < co. (2)
[lgldu < [ fdp < 0o pa primijenimo (1).

PROPOZICIJA 3.8 (1) Ako je f =0 s.s. onda je [ fdu = 0.
(2) Ako je f =g s.s. onda je [ fdu = [ gdp.

Dokaz (1) Ako je f = ajxp, + -+ anXxg, = 0 s.5. onda iz a; # 0 slijedi
p(E;) =0 paje [ fdu = 0 sto znaci da tvrdnja vrijedi za proste funkcije.
Akoje f>0,0<h < f, gdje je h prosta, i f =0 s.s. onda je h =0 s.s. pa
je [ hdu = 0 sto znaci [ fdu = 0. U opéem slucaju za f = f, — f- imamo
f =0 s.s. ako i samo ako je f, =0 s.si f. =0 s.s. pa tvrdnja slijedi iz
prethodnog dijela dokaza.

(2) Neka je A = (f=g9g) i B = A°. Tada je u(B) = 0 i vrijedi f =
fxa+ fxsig=9xa+9xs = fxa+ gxg- Sada tvrdnja slijedi iz (1) zbog
gxp = Jfxp =0 s.s.
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PROPOZICIJA 3.9 (1) Ako je f integrabilna onda je | f| < oo s.s.
(2) Ako je f > 04 [ fdu=0 onda je f =0 s.s.

Dokaz (1) Neka je A = (|f| = o0). Ako je p(A) > 0 onda je [|f|du >
S Alfldp = o0 p(A) = oo sto je kontradikcija. (2) Neka je A = (f > 0)
i A, = (f>3),n>1Tada A, T Ai [, fdu =0, n > 1. Kako je
Ja, fdu > ;p(Ay) slijedi g (Ay,) =0, n > 1, paje pu(A) = 0.

KOROLAR 3.10 Neka je (2, A, 1) prostor s mjerom i Ly (Q, 1) = Ly (1)
skup svih integrabilnih funkcija f : Q — R, pri éemu identificiramo funkcije
jednake skoro svuda. Tada je Ly (p) normirani vektorski prostor nad R s
normom

1Al = S 1S dp

Dokaz L; (i) je vektorski prostor po 3.2 1 3.5. Jos ostaje dokazati da je ||.||1
zaista norma. Relacija trokuta slijedi iz

1f +glls = J1f +gldu < [(1f1+ gl dpp = |1l + llgllx

Nadalje, ||f]];, = 0 ako i samo ako [|f|du = 0 ako i samo ako [f] = 0
s.s. ako i samo ako f = 0 s.s. ako i samo ako f = 0 u Ly (u). Svojstvo
lafll, = lal [ f]l, je evidentno.

KOROLAR 3.11 Neka je A mjera iz Teorema 3.3. Tada je [ gd\ = [ gfdu
za svaku izmjerivu funkciju g za koju je gf € L1 (u) .

Funkcyja f se zove gustoéa ili Radon-Nikodymova derivacija mjere
A po mjeri | i cesto piSemo dA = fdu.

Dokaz Neka je g = a1 xp, + - + anXg, prosta funkcija. Tada je

[gdh = aX(Ey) + -+ a\(E,)
= ay [ fdu+-+an [, fdu
= [(axg, + - +anxg,) fdu= [gfdu
pa tvrdnja vrijedi za svaku prostu funkciju. Uzimanjem supremuma vrijedi

za svaku pozitivnu izmjerivu funkciju pa onda i za svaku izmjerivu funkciju g
za koju je gf € Ly (i) . Specijalno je g € Ly (\) ako i samo ako gf € Ly (p).

KOROLAR 3.12 (Teorem o zamjeni varijable)

Neka je (2, A, ) prostor s mjerom, €y topoloski prostor, f : Q —
izmjerwa funkcija s distribucijom v = py te ¢ 1 — R Borelova funkcija.
Tada je ¢ € L1 (v) ako i samo ako ¢po f € Ly (n) i u tom slucaju je

[ ¢dv= [ po fdy
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Dokaz Kao i u dokazu prethodnog korolara tvrdnju je dovoljno dokazati za
proste funkcije. Ako je ¢ = > 1", aixg, onda je o f =D " aixs1g,) Pa
je [ odv =", aw (B) = [ 6o fdp.

LEMA 3.13 (Fatou)
Ako je fn € Ly (1) i@ fr, >0, n>1, onda je [limf,du <lim [ f,du.

Dokaz Neka je gp = inf;>, fi. Tada je gr < fi, k > 1, paje [ grdp < [ frdp,
k>1. Nadalje 0 < g1 < gy <--- 1 g, — limf; pa po teoremu o monotonoj
konvergenciji slijedi [ limfrdu = lim [ grdp < lim [ frdp.

TEOREM 3.14 (Teorem o dominiranoj konvergenciji)

Neka su f, f,, n > 1, izmjerive funkcije © f = lim f,, s.s. Ako postoy
g € Ly (n) takav da je |fo| < g s.s.,n > 1, onda je f € Ly (), || fu—fll1 — 0
¢ lim [ fodup = [ fdu.

Dokaz Kako je |f| < g s.s.1g € Ly (u) po 3.7 je f € Ly (i) . Primijenimo
Fatouovu lemu na 2g — |f,, — f|. Dakle

J2gdp <lim [ (29 — |fo — f|)dp = [ 2gdp —lim [ |f,, — f|du
pa je lim ['[f, — fldp =0 tj. || fu — fls — 0. Nadalje
[ Fudi = [ fdul < [ 1fo = Fldp=1lfu = flli = 0, n— o
iz ¢ega slijedi posljednja tvrdnja.

PROPOZICIJA 3.15 Neka je (f,) niz izmjerivih funkcija za koji vrijedi
S [ 1faldp < 0o, Tada Y f, konvergira s.s. prema nekoj integrabilnoj funk-

ciji f i vrigedi [ fdp =" [ fadu.

Dokaz Neka je ¢ = > |fu|. Tada po uvjetu imamo [gdy < oo pa je
g < o0 s.s. po 3.9. Dakle niz f; + --- + f, konvergira s.s. prema »_ f, i
lfi+- -+ fu] < g s.s. paje po prethodnom teoremu > f, = f € Ly (p) i
[ fdu =3[ fadp.

PROPOZICIJA 3.16 Ako su f, g € Li(p) @ [, fdu < [, gdp, za svaki
A€ A, ondaje f < g s.s.

Dokaz Ako je B = (f >g) onda je [, fdu < [gg9du < [, fdu pa je

0= [z (f—9)du= [(f—g)xpdu pa po 3.9 slijedi (f —g) xp =0 s.5. pa
je f =g s.s. na B §to znaci u(B) = 0.
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PRIMJERI 3.17

(1) Buduéi da nam je Lebesgueova mjera posebno vazna za nju uvodimo i
posebne oznake L; (R™) = L; (R",m,,) = Ly (m,) i takoder

[ fdm, = [ f(x)de= [-- [ f(21,...,25)dx1 - dx,

tj. umjesto dm,, (x) obi¢no pisemo dx ili dz; - - - dx,. Nadalje, ako je f >0 i
d\ = fdm,, onda pisemo dA (z) = f (z)dz i funkciju f zovemo gustoéa od
A po Lebesgueovoj mjeri.
(2) Ako je f > 01 d\ = fdu onda je A konacna mjera ako i samo ako
f € Ly (w). Naime, A(Q) = [ fdp = || f|l;- Mjera X je vjerojatnost ako i
samo ako [ fdu = 1.

Obi¢no zadajemo primjere vjerojatnostnih mjera na R™ tako da uzmemo
izmjerivu funkciju f: R™ — R, f > 0, takvu da je [ f (x) dz = 11 definiramo
vjerojatnost P formulom

P(E) = | [f(z)dz

E

Tada je P neprekidna Borelova vjerojatnost na R® i P < m,,.
(3) Postoji cijela serija vierojatnostnih mjera na R koje imaju posebna imena
i Cesto se koriste. Sve mjere ovog tipa su dane gustoc¢om: dP (x) = f (x) dz.
(a) P se zove uniformna mjera na [a,b] C R ako je f = 7==X(,4-
(b) P se zove Gaussova mjera na R s parametrima a € R i 0, o > 0,
ako je

f(z)= U—\}% exp(—ﬁ(.r —a)?), z€R
Ako je a =010 =1 onda se P zove standardna Gaussova mjera na R.
(c) P se zove eksponencijalna mjera na R s parametrom \ > 0 ako je

f)=Xe 2>0; f(z)=0, 2<0

(d) P se zove gamma mjera na R s parametrima a > 0 i A > 0 ako je

f(z)= F?Z)xa_le_)‘x, r>0; f(x)=0, <0

(e) P se zove beta mjera na R s parametrima o« > 01i 3 > 0 ako je

f@) =m0 =2) e e0.1); f(2)=0, z¢[0,1]

(f) P se zove Cauchyjeva mjera na R s parametrima a i A > 0 ako je

f(x):%°m,$€R
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(g) P se zove Laplaceova mjera na R s parametrima « i A > 0 ako je
f(2)=2exp(-Az—al), z€R

(h) P se zove x*>-mjera s a stupnjeva slobode, a > 0, ako je

[e3

f(z) = Wl(a/z)xf_le_xp, r>0; f(x)=0, <0

Ona je specijalni slucaj gamma mjere ako stavimo A = 1/2 i a zamijenimo
sa a /2.
(4) Navedimo sada neke vjerojatnostne mjere na R™ koje imaju posebna
imena i Cesto se koriste. One su dane gustocom: dP (z) = f (x) dx.
(a) Neka je K C R™ kompakt i m,, (K) > 0. Mjera P se zove uniformna
1

mjera na K ako je f = XK - Najceséi ovakav slucaj je: K = [a,b] C R,

a<b,ili K =D,, D, ={xr € R*v(x) < 1}, gdje je v norma na R".
(b) P se zove Gaussova mjera na R" s parametrima a € R" i A €
GL, (R), A > 0, ako vrijedi

f (ZB) B (27r)n/2(1ietA)1/2 eXp(_%(A_l (le - CL) ‘aj - CL)), r e R"

Vektor a se zove srednja vrijednost od P, a matrica A se zove disperzija
od P. Zamijetimo da uvjet A > 0 znaci da je A strogo pozitivna matrica
i on je nuzan da bi f bila integrabilna.

(¢) Ako je P Gaussova mjera na R" sa srednjom vrijednosti a = 0 i
disperzijom A = I onda se P zove standardna Gaussova mjera na R".
(5) Neka je (2, A, u) prostor s mjerom i A, € A, n > 1.

(a) Po Fatouovoj lemi je p (limA,,) < limu (A,,) .

(b) Ako je 1 konacna onda iz (a) slijedi p(limA,,) > limy (4,,) .

(c) Ako je p konacna i A = lim A,, onda je pu(A) =limu (A,) .

(6) Ako su p; i py mjere na (2, 4), ag,as € R, a3 > 0, as > 0 onda je
[ = Qjly + Qsfis mjera na (€2, .A) i vrijedi

ffdﬁb:alffdﬂ1+@2ffdﬂz

Ako je a; > 0, ag > 0 onda je Ly (u) = Ly (q) N Lo (o) -

(7) Neka je fu :R =R, neN, fo(z) =n,n<z<n++if,(z)=0,
inace. Tada je (f,) niz u Ly (R), f, — 0 s.s.1 [ fudmy = 1, n € N, pa
je lim [ fodmy # [lim f,dm;. Usporediti ovo s teoremom o dominiranoj
konvergenciji i Fatouovom lemom.

(8) Akoje f1 > fo> - >01f, — f € Ly (u) s.s.onda [ fodu — [ fdpu.
(9) Ako je (f,) niz ogranicenih izmjerivih funkcija, f,, — f uniformno na €
i 11 konacna mjera na Q onda [ f,dp — [ fdu. Naime

| [ fadp— [ fdpl Sflfn—f\duéu(Q)Sgp\fn(w)—f(w)l—>0
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NAPOMENA 3.18 Usporedimo Lebesgueov integral definiran u ovom po-
glavlju i klasiéni Riemannov integral.

Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija, a,b € R, a < b. Razmotrimo
particiju 7 segmenta [a, b] tockama a =ty < t; < --- < t, = b i stavimo:

(a) My = sup{f(z);x € [to,t1]}, M; = sup{f(x);z € (t;_1,t:]}, za
svaki i = 2,...,n.

(b) my = inf {f (x);x € [to, t1]}, m; = inf {f (x);x € (t;_1,t:]}, za svaki
1=2,...,n.

(¢) 5r () = My, x € (ti—1,ti], s, () = my, © € (t;i_1, b

(d) 5(r) = > M (ti —ti1), s(7) = >0 m;(t; — ti—1) . Ove dvije
sume zovemo gornja suma i donja suma pridruzene particiji 7.

Ako je f integrabilna po Riemannu na [a,b] onda postoji niz particija
(1,) takav da je skup tocaka koje definiraju particiju 7, rastuéi, |7,| — 0,
gdje je |T,| = max; (t; — t;_1), niz 5(7,) opada, s(7,) raste i Riemannov
integral od f na [a,b] je dan sa

}f (x)dx =lims(7,) = lims(7,)

a

Stavimo sada f (z) = lims;, (z), f (z) =lims,, (). Tada su f, f Borelove
funkcije i vrijedi 57 > f > s;, pa je

f fdm; = lim f S, dmy =lims,, f JSdmy = lim f sﬂdml = lims,
a,b a,b a,b a,b

[a,] [a,] [a,b] [a,b]

Prema tome je

b
[ fdmi=[f(z)de= [ fdm
[a,b] a

pa je f[a . (f — f)dm, = 0, §to znaci f=f= f s.s. iz ¢ega zakljucujemo da
je f izmjeriva po Lebesgueu na [a,b| i
b

[ f(x)de = fb fdmy

a [a,

Osim toga je f neprekidna na (f = f) N (f = f).
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TEOREM 3.19 Ako je f : [a,b] — R integrabilna po Riemannu na |a,b]
onda je f integrabilna po Lebesgueu na [a,b] i integrali su jednaki. Nadalje,
f ge neprekidna skoro svuda.

Dokaz Vidi gornju napomenu.

NAPOMENA 3.20 Akoje A = [a,b]NQ1i f = x4 onda f nije integrabilna
po Riemannu na [a,b]. Naime, sve gornje sume su jednake b — a, a donje 0.
Ova funkcija je integrabilna po Lebesgueu zbog f = 0 s.s., paje [ fdm; = 0.
Po prethodnom teoremu zakljuc¢ujemo da je Lebesgueov integral poopcenje
Riemannova integrala na [a, b] pa standardne tvrdnje o integralu, poznate iz
analize, vrijede i dalje. Analogan teorem vrijedi i na R".

3.2 Integral vektorskih i matri¢nih funkcija

DEFINICIJA 3.21 Neka je (2, A, i) prostor s mjerom.

(1) Neka je f: Q — R™ izmjeriva funkcija i f = fie;. KaZemo da je f
integrabilna ako su integrabilne sve koordinate f; : QQ - R, 1 =1,..,n, i u
tom slucaju definiramo integral od f formulom

Jfdp =3[ fidp-e; € R"

(2) Neka je f:Q — gl,, (R) izmjeriva funkcija i f = [fi;]. KaZemo da je
f integrabilna ako su integrabilne sve koordinate f;; : Q! — R, 4,7 =1,..n,
1 u tom slucaju definiramo integral od f formulom

J fdp = [ fizdp] € gln (R)

DEFINICIJA 3.22 Neka je (2, A, P) vjerojatnostni prostor.

(1) Ako je X € Ly (2, P) onda se [ XdP oznacava sa EX i zove srednja
vrigednost ili oéekivanje od X.

(2) Akoje X : Q — R™, X = > Xe;, integrabilna slucajna varijabla onda
se

EX = [ XdP =Y EX; - e;

zove srednja vrijednost ili ocekivanje od X.

(3) Ako je X iz (2) i X; € Ly (2, P), za svei=1,..,n, onda se matrica
DX € gl,(R) s (i,7)-tim elementom EX;X; — EX;EX; zove disperzija od
X. Analogno kao u Poglavlju 1 vidimo da je

DX =E(X —EX) (X —EX) =EXX™ — EXEX"
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(4) Neka je X iz (2) iw € Nj. Ako je X¥ € Ly (2, P) onda se EX* zove
w-moment od X.
(5) Ako su X,Y € Ly (2, P) onda se

EXY — EXEY
(DX)1/2 (]D)Y)l/2

r(X,Y) =

zove koeficijent korelacije od X i Y. Ako je r (X,Y) = 0 onda kaZemo
da su X 1Y mnekorelirane.

PRIMJERI 3.23

(1) Neka je (2, A, u) prostor s diskretnom mjerom p = > a,d,,, gdje su
an, > 0ia, € Q. Tadaje f € Ly (p) ako i samo ako red > a,, f (a,) konvergira
apsolutno i tada vrijedi

ffdﬂ = Zanf (an)

Specijalno, ako je p vjerojatnost tj. > a, =1l ondaje Ef = > a,f (a,), $to
je u skladu s Poglavljem 1. Zamijetimo da je i prethodna definicija u skladu
s Poglavljem 1.

(2) Neka je F' funkcija distribucije na R, p pripadna mjera i f : [a,b] — R
ogranicena funkcija. Postoji procedura integracije, slicna Riemannovu in-
tegralu, koja se zove Riemann-Stieltjesov integral, a sastoji se u tome
da umjesto funkcije distribucije Lebesgueove mjere koristimo ovu zadanu
funkciju distribucije F' i ponovimo proceduru opisanu u Napomeni 3.18, de-
finirajuci analogno 57 (), s; (x), ali za gornju i donju sumu uzimamo

Kazemo da je f integrabilna po Riemann-Stieltjesu ako za svaki niz par-
ticija (75,) , |7n| — 0, vrijedi lim$s (7,,) = lim s (7,,) 1 ovaj broj oznacavamo sa
1l Z fdF i zovemo Riemann-Stieltjesov integral od f po funkciji distri-
bucije F. Potpuno analogno kao u Napomeni 3.18 dobijemo sljede¢u tvrd-
nju, analognu Teoremu 3.19: Ako je f : [a,b] — R integrabilna po Riemann-
Stieltjesu na [a, b] po funkciji distribucije F' onda je ona integrabilna po mjeri
p na [a,b] i integrali su jednaki. Nadalje, f je neprekidna p s.s.

(3) Sljedeca tvrdnja je poznata iz analize: Neka su U,V C R"™ otvoreni
skupovi i ¢ : U — V difeomorfizam. Tada vrijedi

f)f(fv) dx = gf(w (2)) | det ¢’ () |dx

(U
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Sto se ¢esto popularno pise ovako: y = ¢ (x), dy = |dety’ (x)|dx. Ova
tvrdnja se zove teorem o zamjeni varijable za m,. Ovdje smo sa ¢ ()
oznacili derivaciju funkcije ¢ = > p,e; koja je dana sa

¢ (r) = [258] € GL, (R)

Tvrdnja vrijedi u puno opcenitijim uvjetima: ¢ ne mora biti difeomorfizam,
dovoljno je da je bijekcija s.s., derivabilna s.s. i det ¢’ () # 0 s.s. Navedimo
neke specijalne slucajeve:
(a) Neka je ¢ (x) = Az + a, det A # 0, a € R™. Funkcija ¢ se zove afina
funkcija. Zanjujep (R") =R", o' (z) = A (z —a)iy (z) = A,z € R™.
(b) Za afinu funkciju ¢ vrijedi

[ f(x)de =|det A| [ f(Ax+a)dz, f € L (R")
(¢) Specijalno, ako je ¢ (z) =rx +a, r > 0, a € R", dobijemo

ffm:—l—a ”ff



Poglavlje 4

Prostori integrabilnih funkcija

DEFINICIJA 4.1 (1) Neka je (2, A, ) prostor s mjerom, p € [1,00) i
Ly(Q, 1) = Ly(u) skup svih izmjerivih funkcija f : Q — R takvih da je |f|F
integrabilna, pri cemu identificiramo funkcije koje su jednake skoro svuda.
Ako je f € Ly(n) onda wvodimo oznaku ||f|, = ([ |f[F du)¥/P.

(2) Oznacimo sa Loo($2, 1) = Loo(p) skup svih izmgerivih funkcija f -
Q) — R koje su ograni¢ene skoro svuda tj. |f| < M s.s., za neki M >0, pri
cemu takoder identificiramo funkcije koje su jednake skoro svuda. Infimum
svih ovakvih M oznacavamo sa ||f|ls @ zovemo ga bitni supremum od f.

LEMA 4.2 L,(u) je vektorski prostor nad R.

Dokaz Neka su f,g € L,(u) i @« € R. Tada zbog |af’ = |a|” |f|” slijedi
af € L,(p), zap € [1,00), a zbog |af| < |a| M s.s. slijedi aof € Ly(p), za
p=oc. Ako je p € [1,00) ondaje |f +g| < |f[+]g] < 2max (|f],]g]) iz cega
slijedi

|f+gl" < 27max (|f|”, |g[") < 2" (If1" + [9]")
paje f+g€ Ly(p). Akosu f,g € Loo(p), |f| < My s.s. 1 |g] < My s.s. onda
je lf +gl <|fl+ gl < My+ My s.s.paje f+ g€ Loo(p).

LEMA 4.3 Akoje 0<p<1,q=1—p ix >0 onda je eP* < pe® +q. Ako
je p > 0 onda vrigedi jednakost ako 1 samo ako x = 0.

Dokaz e/ = 1+ pz + p*% + -+ < 1+ pr + ph + -+ < g+ pe”.

LEMA 4.4 Ako jea > 0, b > 0,0 < a <1if8 =1-—«a onda vrijedi
nejednakost a®b® < aa + 3b.

Dokaz Ako je a =0ili b =0 ili @ = b onda je tvrdnja trivijalna pa mozemo
smatrati da je a > b > 0. Ako u prethodnoj lemi stavimo x = log {, p = «,
q = (3 dobijemo (£)* < af + [ iz ¢ega slijedi trazena nejednakost.

47
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LEMA 4.5 (Holderova nejednakost)
Neka je (2, A, ) prostor s mjerom i p,q € [1,00) takvi da je }3 + % = 1.
Ako je f € Ly(1) i g € Ly(p) onda je fg € Li(p) @ vrijedi

fglly < fllpllglly

Ovu nejednakost zovemo Holderova nejednakost.

Dokaz Ako u prethodnoj lemi stavimo a = |||§||Ip§’ b = nghqg, a = %, 0 = %,
dobijemo
fol 1 P 1 g
1fllpllglle = 2 IfI,  a lgllg
Integriranjem ove relacije dobijemo
1f9ll, < }Jr}:l

Ifllollglls =2 g

iz ¢ega slijedi tvrdnja.

KOROLAR 4.6 (Cauchy-Schwarzova nejednakost)
Ako su f,g € Ly () onda je fg € Ly (n) i vrijedi

| J fdul < [ fll21lgll2
Ovu nejednakost zovemo Cauchy-Schwarzova nejednakost.
Dokaz Stavimo p = ¢ = 2 u prethodnoj lemi.
LEMA 4.7 Ako je f € Li(p) i g € Loo(pt) onda je fg € Li(u) i vrijedi
gl < [[f1lxlglloo

Dokaz |fglli = [|fgldp < [|fldu- M, za |g| < M s.s. iz cega slijedi
tvrdnja uzimanjem infimuma.

LEMA 4.8 (Nejednakost Minkowskog)
Ako jep € [1,00] @ f,g € L,(n) onda je

Lf +glly < [[£1l> + llglls

Ovu nejednakost zovemo nejednakost Minkowskog.
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Dokaz Za p = 1 tvrdnja slijedi iz 3.10. Ako je p = oo, |f| < My, s.s. i
lg] < Ms, s.s. onda je |f +g| < My + My s.s. paje ||f + glleo < M1+ Mo, a
sada uzimanjem infimuma slijedi || f + glloc < [[.floo + |9]|oc-

Uzmimo sada p € (1,00). Tada je

[lf+glPdu = [1f+gl-|f+gI" " du

< SO+ a7 gl 1 + gl dp
Ako stavimo ¢ = ]% onda je % + % = 1 pa primjenjujuc¢i Holderovu nejed-
nakost na par |f|, |f + ¢|"" ina par |g|, |f + g["~" dobijemo

1f + gl = S1f +gl” du < L FlpILF+ gl + llgllpl f + gl

iz ¢ega slijedi trazena nejednakost.
TEOREM 4.9 L,(u) je normirani prostor nad R s normom ||.||,.

Dokaz L,(1) je vektorski prostor po 4.2. Dokazimo da ||.||, zadovoljava ak-
siome norme. Prvo ||af]|, = |a| | f|l, je trivijalno svojstvo. Relacija trokuta
slijedi iz prethodne leme. Nadalje, | f]|, = 0 ako i samo ako [|f|"du =0
ako i samo ako |f|” =0 s.s. ako i samo ako f =0 s.s. ako i samo ako f =0
u L,(p), prip € [1,00). Zap =00 je |f| < M s.5.1|f|lcc = 0 ako i samo ako
|f| <0 s.s. ako i samo ako f =0 s.s. ako i samo ako f =0 u Ly (p).

TEOREM 4.10 L,(u) je Banachov prostor.

Dokaz Po prethodnom teoremu je L,(¢) normirani prostor, pa preostaje jos
dokazati da je on potpun tj. da svaki Cauchyjev niz iz L,(x) konvergira
prema nekom elementu iz L,(u). Neka je (f,) Cauchyjev niz u L,(u) tj.
”fn o fm“p - 07 m,n — oC.

Neka je prvo p € [1,00). Presavsi na podniz, mozemo bez smanjenja
opCenitosti pretpostaviti da je ||fn — fatillp, < 27", n > 1. Stavimo g =
Y nst | fn — fas1] . Po teoremu o monotonoj konvergenciji je

loll, = T 3 1= sl < im 32 e = Sl
=1 -1
= Yl fuilp € D2 =1

n>1 n>1

Dakle |g] < oo s.s. i red > |fn — fni1| konvergira apsolutno s.s., gdje je
fo =0. Nadalje | >0, (fx — foc1)| < |fil +9 551 D20 (fx = famr) = fr,
n > 1, sto znaci da postoji f = lim f,. Sada po teoremu o dominiranoj
konvergenciji dobijemo || f — f,.||, — 0.
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Neka je sada p = oo. Tada je || f, — fill, < €, za dovoljno velike m, n, tj.
\fo(x) — fn(2)] < e, 2 ¢ Epp, (Emn) = 0. Ako stavimo E =J, U, Emn
onda je p(E) < 30 S 1 Emn) = 01 1fa(2) — (@) < &, 2 ¢ B u(E) = 0,
Sto znaci da niz (f,,) uniformno konvergira na Q\E prema nekom f. Ako
stavimo f(x) =0,z € E,onda je f € Loo(p) i ||fn — flleo — 0.

PROPOZICIJA 4.11 Ako je u konacna mjera onda vrijedi

”pr < ,LL(Q)E_E Hf“(p VS Lq(ﬂ)7 I1<p<qg<

Nadalje, prostori L,(p) opadagu po inkluziji kad indeks p raste od 1 do oo.

Dokaz Ako je 11 (2) < oo onda je 1 € L,(u), za svaki p € [1,00] 1 ||1]|, =
[ (Q)l/p .Akojel <p<qif e Ly(u)ondaje|f|” € Ly(1) pa primjenjujudi
Holderovu nejednakost na | f|” € Ly/p(p) i1 € Lﬁ(ﬂ) imamo

J1fPdu<(f \f\qd,u)p/qlu(g)(qw)/q

iz cega dobijemo | f|, < ,LL(Q)%_% 1 fllg; T < p < g, aodatle slijedi tvrdnja.
TEOREM 4.12 Ly(u) je Hilbertov prostor.

Dokaz Po Teoremu 4.10 je Ly(p) Banachov prostor. Neka je

(flg) = [ fadu, f,g € La(n)

Po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti je fg € Li(u) 1 |(flg) < |l fll2]lgll2-
Sada se lako provjeri da je (f|g) zaista skalarni produkt na Ls(i) pa je time
tvrdnja dokazana.

PRIMJERI 4.13

(1) Neka je (€2, A, ) prostor s mjerom, gdje je p koncentrirana na kona¢nom
skupu {ay,...,a,} € Q, p; =p({a;}) >0,i=1,...,n. Tada se p = p1d,, +
-+ 4 ppl,, moze prodiriti na 2 i svaka funkcija f : Q — R je jedinstveno
s.s. odredena sa {f(a1),..., f(a,)} zbog toga Sto je skup Q\{ai,...,a,}
zanemariv. Prema tome svaka funkcija f : 2 — R je integrabilna i

J fdp=pif(ar) + -+ paflan)
Nadalje, || f|l, = (i, pi [ f(a)[")/?, p € [1,00], || f]l o = max|f(a;)|. Dakle,

L,() je izomorfan sa R”, a izomorfizam je zadan sa f — > | f(a;)e; € R™
Takoder je

(f|9) = épif(ai)g(ai)
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U ovom slucaju su L,(u) svi jednaki kao vektorski prostori, ali naravno ne
kao Banachovi prostori buduéi da su sve norme ||.||, medusobne razlicite, za
n > 2. Primjer ovakve mjere je binomijalna i polinomijalna.

(2) Neka je (2,4, 1) prostor s mjerom, pri ¢emu je p diskretna mjera kon-
centrirana na {a,;n € N}, p, = u({a,}) > 0, n > 1. Tada se p = > p,a,
moze prodiriti na 29 i svaka izmjeriva funkcija f : @ — R je jedinstveno
s.s. odredena nizom (f(a,)). Funkcija f je integrabilna ako i samo ako red
> puf(ay,) konvergira apsolutno i tada je

f fd:u = anf(an)
Nadalje f € L,(u) ako i samo ako Y p, |f(a,)]’ < oo i tada je

1£llp = ( pa | f@a))?, p € 1, 00)

Po pretpostavci je p, > 0, n > 1, pa je ||fllcoc = sup|f(a,)|. Ako su f,g €
L,(1) onda je f = g s.s. ako i samo ako f = g u L,(u) ako i samo ako
flan) = g(an), n > 1. Ako su f,g € Lo(u) onda je

(flg) = 2 pnf(an)g(an)

(3) Specijalni slu¢aj prethodnog primjera je: Q@ = N, A = 2% u = 3 4,.
Svaka funkcija f : N — R je zadana, na jedinstven nacin, nizom relnih
brojeva (f(1), f(2),...) paje f — a = (a1, as,...), a, = f(n), izomorfizam
vektorskog prostora RN svih funkcija f : N — R i vektorskog prostora R*
svih nizova realnih brojeva. Prostor L,(u) se sastoji od svih nizova a =
(a1, az, ...) za koje vrijedi >_ |a,|” < oo i tada je

lall, = (3 [anl")? < 0o, p € [1,00)

a prostor L. () od svih nizova za koje vrijedi ||al|s = sup |a,| < oo.

Zbog posebne vaznosti ovog slucaja uvodimo posebnu oznaku: I, = L,(u),
p € [1,00], i zovemo ga "malo el pe”. Nadalje, vrijedi:

(a) lp - {CL - (ah az, - . -); Z |an‘p < 00}7 p e [17 OO)

(b) loo = {a = (a1, as,...);sup|a,| < oo}

(c)ly Cly, Cl; Clw, 1 <p < gq < oo. Vidimo da su inkluzije suprotne
od onih u 4.11 ! Naime, mjera u je beskonacnal

(d) Ako su 2,y € lo, © = (21, %2,....), y = (y1,¥2,...) onda definiramo
produkt xy = (x1y1, T2y, .. .) € lo. Tada je I, s ovim mnozenjem algebra
nad R s jedinicom v = (1,1,...).

(€) llzylloo = sup |[znyn| < sup |zn|sup |yn| = [|2]lc /|y, a bududi da je
- takoder i Banachov prostor zakljucujemo da je [, Banachova algebra.

(f) I, je ideal u algebri I, p € [1, 00).
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(4) Ako je (2, A, u) prostor s mjerom onda je L. (p) Banachova algebra
nad R s operacijom mnozenja (fg)(w) = f(w)g(w), w € £, pri ¢emu je
1 f9llcc < |1 flloollg]loo- Ova algebra ima jedinicu: 1(w) =1, w € Q,1 ||1]|c = 1.
(5) Ako je (2, A, ) prostor s mjerom i f : 2 — C onda je

[ fdu= [Re fdu+i [Im fdu

integral od f po Definiciji 3.21. Zamijetimo da je | [ fdu| < [ |f]du. Cesto
se promatra kompleksni prostor L,(u).. Njega definiramo isto kao u realnom
sluéaju samo nam sve funkcije idu u C, a ne u R. Jedina opticka razlika,
kod realnih i kompleksnih L, prostora je za p = 2 kad definiramo skalarni
produkt:

(flg) = [ f-9du, f.9 € Ly(p).

gdje je g(w) = g(w), w € Q. Sve ostale formule izgledaju potpuno isto kao i
prije. I uovom sluc¢aju je L (). Banachova algebra nad C i za normu vrijedi
If- Fllse = I£]%. Ovo svojstvo norme ||.||o zovemo C*-svojstvo. Zbog ovog
svojstva se Lo, (1), zove C*-algebra. Ona je, naravno, komutativna.

PROPOZICIJA 4.14 Neka je (2, A, u) prostor s mjerom i S skup svih
prostih funkcija h : @ — R za koje je p(h # 0) < co. Tada je S C L,(u),
p€[l,00) @S je gust u L,(u), p € [1,00).

Dokaz Evidentno je S C L,(u). Ako je f € L,(u), p € [1,00), f > 0, onda
po 2.22 postoji niz prostih funkcija (h,) takvih da je 0 < h,, < f, h, — f i
h, € S,n > 1. Kako je |f — h,|" = (f —hn)? < fP po teoremu o dominiranoj
konvergenciji ||f — hnl|l, — 0, n — oo. Ako je f € Ly(1), f = f+ — f- onda
su po prethodnom f,, f_ u zatvaracu od S.

KOROLAR 4.15 Neka je (2, A, u) prostor s mjerom.

(1) Ako je A generirana prebrojivim skupom onda je L,() separabilan
prostor za svaki p € [1,00).

(2) Ako je Q separabilan topoloski prostor onda je L, (€2, B(2), 1) separa-
bilan prostor za svaki p € [1,00).

(3) L,(R™) je separabilan za p € [1,00), n € N

Dokaz (1) Skup S iz prethodne propozicije mozemo zamijeniti podskupom
S’ svih prostih funkcija h za koje je h(Q2) C Qi h™1(t) je element prebrojivog
skupa koji generira A, t € Q. Ovaj S’ je prebrojiv i gust u L,(u), p € [1, 00).
(2) Slijedi iz (1), a (3) iz (2).
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NAPOMENA 4.16 Ako je u koncentrirana na kona¢nom skupu onda je
Lo (pt) izomorfan sa R™ pa je separabilan. Medutim ako p nije koncentrirana
na kona¢nom skupu onda L. (x) nije separabilan. Naime, postoji neprebro-
jivo skupova A € A za koje je ||xalloo =1, |IX4 — X5lloo =1, u(A A B) #0,
Sto znaci da ¢ak niti sfera S = {f € Loo(1t); || fllc = 1} nije separabilna,
buduéi da sadrzi neprebrojivo vektora koji su svaki od svakog udaljeni za 1!

PRIMJERI 4.17

(1) Ako je p beskonacna mjera onda L,(u) i L,(1) ne moraju biti usporedivi
po inkluziji. Neka je u = mq, % <a<l, fg:R—=R,
(a) f(z) =[z| ", 2| < 1; f(z) =0, |2 > 1
(b) g(z) =0, |z < 1; g(x) = [=[ ™, |2] > 1
Tada je f € L1(R)\L2(R) i g € Lo(R)\L1(R)
(2) Ako je 1 <r <p<sondaje L.(u) N Le(p) C Ly(p) i

[Fllp < max([L £l || f]]s)

(3) Neka je C'(R™) skup svih neprekidnih i ogranicenih funkcija f : R" — R.
Tada je C'(R™) Banachov prostor s normom || f|| = sup |f(z)|. Nadalje, ako
je 1 kona¢na Borelova mjera na R™ onda je C(R™) gust u L,(u), p € [1,00).
(4) Ako su pu, v konacne Borelove mjere na R™ onda je p = v ako i samo ako

je [ fdu = [ fdv, za svaki f € C(R").

PROPOZICIJA 4.18 Ako je f € Ly(u) onda je u(|f] =€) < %[ fIE, za
svakie >0 ip € [1,00).

Dokaz [ |f|"dp = f(|f|25) fIPdp = ePu(| f] = e).

KOROLAR 4.19 (Cebysevljeva nejednakost)
Neka je (2, A, P) vjerojatnostni prostor i X € Lo(Q2, P). Tada vrijedi
P(|X —EX|>¢) < DX, £ >0

82
Ovu nejednakost zovemo CebySevljeva nejednakost.
Dokaz Stavimo f = X —EX i p =2 u gornjoj propoziciji.

DEFINICIJA 4.20 Neka je (Q, A, i) prostor s mjerom, f, f, : Q — R.
(1) Kazemo da niz (f,) konvergira po mjeri prema f i pisemo f, = f,
ako vrigedi u(|f, — f| > ¢€) — 0, za svaki e > 0. Ako je p vjerojatnost onda
konvergenciju po mjeri zovemo konvergencija po vjerojatnosti.
(2) Kazemo da (f,) konvergira skoro uniformmno prema f ako za
svaki € > 0 postoji A € A, n(A) < e, tako da f, — f uniformno na skupu
Ac¢. Tada pisemo f, — f s.u.
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PRIMJERI 4.21

(1) Ako su f, f, € Ly(p), p € [1,00) i | fu — fll, — 0 onda f,, = f.

Ova tvrdnja slijedi iz 4.18.
(2) Ako f, — f s.u. onda f, 5 fi f, — f s.s. Obrat opéenito ne vrijedi.
(3) Ako (f,,) konvergira prema f po mjeri, onda postoji podniz koji konver-
gira s.u. prema f.
(4) Ako je (2, A, n) prostor s konacnom mjerom onda f, — f s.u. ako i
samo ako f,, — f s.s.
(5) Neka je (9, A, P) vjerojatnostni prostor. Tada vrijedi:

(a) fn, — f s.u. ako i samo ako f, — f s.s.

(b) Ako f,, — f s.s. onda f, St f

(c) Ako ||fn — fll, — 0 onda f, i f,p€ell,o0)
(6) Ako je o konacna mjerai f, — f u Loo(¢) onda f,, — f u L,(u), za svaki

p. Ovo slijedi iz 4.11. Naime, tada je ||f, — fll, < pw(Q)Y?||fn — fllee — 0.
(7) Ako je p kona¢na njera i f,, — f u L,(u) onda f, — f u L,(p) za svaki

p < ¢ Naime, po 411 je ||fu — fll, < p(Q)7 e[l fu — fll, — 0. Ako p nije
konac¢na onda tvrdnja ne vrijedi.
(8) Ako je (92,4, u) prostor s mjerom onda sa L(u) = L(€2, 1) oznacavamo
vektorski prostor svih f : 0 — R koje su izmjerive i konac¢ne s.s., pri ¢emu
identificiramo funkcije jednake s.s. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Ly(p) C L(p), p € [1, 0]

(b) Ako je p kona¢na mjera onda je L(u) potpun metricki prostor s me-
trikom

d(f7 g) = f 1_|Ff|;g|g|d,u
(c) Ako je pu konaéna mjera i f, f,, € L(p) onda d(f,, f) — 0 ako i samo
ako f, & f.
(d) Ako je pu kona¢na mjera onda za svaki e > 01 o > 0 vrijede nejedna-
kosti:

1+e® |fn—f1"
p(lfn — fl =€) < gag f 1+|fn_f|ad,u

el di < eu(Q) + | fo — f| =€)

Sto se dokazuje sli¢cno kao 4.18.
(e) Ako je u konaéna mjera i f, f,, € L(p) onda d(f,, f) — 0 ako i samo
ako

| fr
f1+|f f|ad,u—>0 a>0

Ova tvrdnja slijedi iz (c) i (d).
(f) Neka su X, X,,, n > 1, sluc¢ajne varijable u R. Tada vrijedi:
(1) Ako E|X,, — X|” — 0 onda X, L X pe 1, 00).



POGLAVLJE 4. PROSTORI INTEGRABILNIH FUNKCIJA 55

(2) Ako X,, — X s.s. onda X, L X,

(3) E% — 0, a > 0, ako i samo ako X, — X.
DEFINICIJA 4.22 Neka je (H,(.|.)) Hilbertov prostor nad R.

(1) Ako su a,b € H onda kaZemo da su a i b okomiti ako je (alb) = 0,

(2) Ako je A C H neprazan skup za koji vrijedi (alb) = 0, za svaki a,
be A, a#b, onda kaZemo da je A ortogonalan skup. Ako je A ortogonalan
i|la]| =1, za svaki a € A, onda kaZemo da je A ortonormiran skup.

(3) Kazemo da je A = {a,;n € N} baza u H ako se svaki x € H moZe
napisati, na jedinstven nacin, u obliku r = > aya,, gdje su o, € R, i red
konvergira w H. Ako je {e,;n € N} ortonormirana baza od H onda se svaki
r € H moZe napisati, na jedinstven nacin, u obliku x = Y aye,, gdje je
a, = (zley), n > 1, 1 vrijedi ||z]]? = (z|x) = > 2.

NAPOMENA 4.23 Neka je Q = [a,b] C R, a, b € R, a < b, i ju res-
trikcija od m; na 2. Po Weierstrassovom teoremu aproksimacije je pros-
tor polinoma R[x] gust u C(Q2) pa je R[z] takoder gust u L,(u), za svaki
p € [1,00), ali ne za p = 0o zbog toga §to L., () nije separabilan. Ako
primijenimo tzv. Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije na niz
polinoma {1,z, 22, ...} dobijemo ortonormiranu bazu od Lo(u) koja se sas-
toji od polinoma. Za ilustraciju uzmimo §2 = [—1, 1] i stavimo

Po(z) = -2 (2? — 1), n >0

n!2m dxm

Tada j Je P, pohnom stupnja n i vrijedi

(a) (P,|P,,) f P,( (x)dz =0,n#m

(b) (PulPn) = 557 +1, n > O sto znaci da je {P,;n > 0} ortogonalan skup.

Polinom P, se zove n-ti Legendreov polinom. Buduéi da se {P,;n €
No} dobije procedurom ortogonalizacije iz {1, z, 22, ...} zakljucujemo da je
{P,;n € Ny} ortogonalna baza od Ls(p) = Lo([—1,1]). Ako je f € Lo(u)
onda je

=Y P, a,=2(f|P,), n>0

pri cemu je (f|f) = 2n2+1a?l'

NAPOMENA 4.24 Neka je p Borelova vjerojatnost na R takva da je
R[z] C La(p). U sljede¢em poglavlju ¢e biti pokazano da je R[z] gust u
Lo(u) ako postoji a > 0 takav da je [exp(a|z|)du(z) < co. Primjeri ovak-
vih mjera su: Gaussova, Poissonova i svaka mjera s kompaktnim nosacem.
Postoje Borelove vjerojatnosti p na R za koje je R[z] C Lo(u), ali R[x] nije
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gust u Lo(p). Primjer takve vjerojatnosti je lognormalna mjera definirana
gusto¢om

flz) = \/%%exp(—%logz z), ©>0; flz)=0, 2<0

Ako je g(x) = sin(2wlogz), x > 0, onda je g € Lo(u) i (Plg) = 0, za svaki
polinom P € R[z], sto znaci da R[z] nije gust u La(u).

PRIMJERI 4.25 Neka je u Gaussova mjera na R sa srednjom vrijednosti
a = 0 i disperzijom o2, ¢ > 0. Tada vrijedi:

(1) R[z] C Lo(p) i R[x] je gust u La(u)
(2) Neka je
Hy(z) = [(z +it)fdu(t), k >0
Tada je Hj polinom stupnja k i zove se k-ti Hermiteov polinom.

(3) Primjenom binomne formule na podintegralni izraz dobijemo

[k/2]
Hy(z)= > (;fn)(—l)m(Qm — Dlg?mgh=2m | >0
m=0
(4) Neka je
g(t,z) = exp(te — %t202), t,x € R

Tada se g zove generatrisa Hermiteovih polinoma i za nju vrijedi

g(t,x) = 3 Ht*Hy(x)

k>0
(5) {Hy; k > 0} je ortogonalna baza od Ly(p) i vrijedi

(6) [ g(t,z)g(s,x)du(x) = exp(o?st), s,t € R
(7) [ Hi(z +y)dp(y) = %, k >0

(8) HL(r) = KHy1(2), > 1

(9) Hypy1(x) = xHy(x) — ko*Hy,_1(x), k > 1



Poglavlje 5

Slucajne varijable

5.1 Osnovna svojstva slucajnih varijabla

PROPOZICIJA 5.1 Neka je (2, A, P) vjerojatnostni prostor, X : 1 — R”
sluéajna varijabla s distribucijom i f : R® — R izmjeriva funkcija. Tada
je f(X) P-integrabilna ako i samo ako je f p-integrabilna i vrijedi

= [ f(X)dP = [ fdu
Dokaz Slijedi iz 3.12 i 3.22.

KOROLAR 5.2 Neka su X,Y : Q — R™ integrabilne slucajne vrijable.
Tada vrijeds:

(1) E(X+Y)=EX+EY

(2) E(aX) =aEX, a € R

(3) Ako je X =a s.s., a € R, onda je EX =a iDX =0

(4) Ako X ima disperziju onda je DX = EXX™ — EXEX™

Dokaz Slijedi iz 3.22.

KOROLAR 5.3 Neka je X slucajna varigabla v R™ koja ima disperziju.
Tada vrijedi:

(1) DX je pozitivna matrica.

(2) detDX >0, tr DX >0

(3) Ako je DX singularna onda postoji a € R™ i a € R tako da je

am Xy +---+a, X, =a s.s.

57
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Dokaz (1) (DXyly) = [(xz — aly)*du(xz) > 0, y € R", gdje je a = EX i
p distribucija od X. (2) Slijedi iz (1). (3) Ako je detDX = 0 onda postoji
a € R" takav da je DXa = 0 pa je

D(a1 X1+ -+ a,X,) = (DXala) =
Sto znaci da je a1 X7 + - - - + a,X,, konstantna s.s.

PROPOZICIJA 5.4 Neka je X slucajna varijabla v R™ koja ima disper-
ziju, A : R — R¥ linearni operator i a € R¥. Tada vrijedi:

(1) E(AX +a) = AEX +a

(2) D(AX +a)=A-DX - A7

Dokaz Izravni racun, kao i u diskretnom slucaju.

PROPOZICIJA 5.5 Neka su X, Y € Ly(Q2, P). Tada vrijedi:
(1) [r(X,Y)[ <1
(2) DX = EX? — (EX)?
(3) D(aX +b) = a’DX, a,b e R
(4) D(X +Y) = DX + DY + 2(EXY — EXEY)
(5) X 1Y su nekorelirane ako i samo ako je D(X +Y) =DX 4+ DY

Dokaz (1) Vidi 1.20. Ostale tvrdnje slijede iz definicije.

DEFINICIJA 5.6 (1) Neka je (2, A, P) vjerojatnostni prostor i X; :  —
Q;, 1 =1,...,n, slucajne varijable. KaZemo da su Xi,...,X, nezavisne
ako vrijeds

P((XléEl)ﬁﬁ(XnEEn)):P(XleEl)P(XnEEn)

za sve izmjerive skupove E; C 1 =1,...,n.
(2) Kazemo da je familija {X;;i € I} slu¢ajnih varijabla X : Q —
Q;, 1 € I, nezavisna ako je nezavisna svaka njezina konacna podfamilija.

PROPOZICIJA 5.7 Neka je X = > X,e; slucagna varijabla u R™ s distri-
bucijom p, pri cemu je p, distribucija od X;, 1 =1,...,n. Tada su X4, ..., X,
nezavisne ako v samo ako je p = fiy X -+ X [d,,.

Dokaz Nezavisnost od X,..., X, je ekvivalentna sa
PXeF x---xE)=PX1€E) - -P(X,€E,)

tj. sa Px(F1 X ---x E,) = Px,(E}) --- Px,(E,) sto je ekvivalentno zahtjevu
p(Er X oo X En) = py (Bn) - p (Bp) G po= g X oo 0 Xy,
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5.2 Distribucije slucajnih varijabla

DEFINICIJA 5.8 Neka vrijede uvijeti prethodne propozicije.
(1) w; se zove i-ta marginalna distribucija od X
(2) Funkciju Fx : R" — [0, 1]

Fx(x) = P(X < x) = p((—00, z])
zovemo funkcija distribucije od X (ili od 1), a funkciju Fx, : R — [0, 1]
Fx,(t) = P(X; <) = p;((—00,1])

zovemo funkcija distribucije od X; (ili od p,) ili i-ta marginalna funk-
cija distribucije od X (ili od ).

(3) Kazemo da je X meprekidna (odnosno: singularna, diskretna),
ako je p meprekidna (odnosno: singularna, diskretna).

(4) Kazemo da je X Gaussova, Poissonova, polinomijalna itd., ako
je u Gaussova, Poissonova, polinomajalna itd.

PROPOZICIJA 5.9 Neka je X slucajna varijabla uw R™ s distribucijom p
» marginalnim distribucijama p;. Tada vrijeds:
(1) Xy,..., X, su nezavisne ako i samo ako je

Fx(x) = FXl(Il) .- 'FXH(IH), r e R"

(2) X1, ..., X, sunezavisne ako i samo ako za svaku neprekidnu ogranicenu
funkciju g; - R —- R, i =1,...,n, vrijed

Elgi(X1) - -~ ga(X0)] = Egi(X1) - - - Egy (X5)
(3) Ako p ima gustoéu f onda p; ima gustoéu f;, i =1,...,n, i vrijedi
fi(x) = [ [ flx, ... zn)day - - - day,
folzn) = f ff(a:l, oy Tp)dry o dX,

U ovom slucaju su X1, ..., X, nezavisne ako © samo ako je
f(x) = fi(zy) - fulzn) p s.s.
(4) Ako su Xi,...,X, nezavisne onda su one nekorelirane. QObrat ne

vrijeds.
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Dokaz (1) Ova formula se moze napisati u obliku

p(=00,2]) = pi (=00, 21]) - - - p1, (=00, 2]), & € R"

a bududi da skupovi oblika (—oo, z], x € R", generiraju B(R") ova formula
je ekvivalentna sa

Pl X X Ey) = py (Ey) -+ (En), Ei € B(R)

Sto je ekvivalentno sa p = py X -+ X .
(2) Formula se moze napisati u obliku

[oi(1) - galan)du(z) = [ gidpy - -+ [ gndp,

a buduéi da je C(R) gust u L;(R) on je takoder gust i u Ly(p,), i =1,...,n,
Sto znaci da ova formula vrijedi za sve g; € Li(y;). Stavljajuci sada g; = xp,
dobijemo tvrdnju.

(3) Bududi da je

T

Fx(z)= [ - f [ty ..o ty)dty -+ - dty,

deriviranjem slijedi f(z) = 8961 5o F'x(x), u svim totkama u kojima postoje
derivacije. Takoder je
FX1 .I'l f f f f(tl,,tn)dtldtn,

FXn(CI;'n = f f f ftl,... dtl d

— 0 —O0

pa opet deriviranjem slijedi

fi(zy) = Fxl x1) = [ [ fx1,ta, ... ty)dts - - diy,

fn(xn) 3anXn xn f ff tl: < n laxn)dtl dtn—l

Nadalje, deriviraju¢i formulu iz (1) vidimo da je nezavisnost od Xi,..., X,

ekvivalentna sa f(x) = fi(z1) - fu(x,) p s.s.

(4) Formula iz (2) vrijedi za svaki g; € L1(y,;), pa ako stavimo g; = g; = id,
i # 7, gr = 1, za k # 1, j, dobijemo EX,; X; = EX,EXj;, 7 # j, Sto znaci da su
X1,...,X, nekorelirane. Iz primjera ¢emo vidjeti da obrat ne vrijedi.

PRIMJERI 5.10
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(1) Neka je X uniformna slu¢ajna varijabla na [a,b] C R, a < b. Tada
vrijedi

BF(X) = o [ fa)ds

za svaku izmjerivu funkciju f : [a,b] — R, za koju ovaj integral postoji.
Nadalje, vrijedi:
n __ bn+1_an+1

( ) EX 1 n+1

(b) X € L (Q P), za svakl o]

() | X|loo = max([al, |b])

(d) DX = EX? — (IEX)2 = %(b— a)2
(2) Neka je X gamma slucajna varijabla u R s parametrima o > 0, A > 0.
Tada je

mlv

1
1,

Ef(X) = 2 off(a:)xo‘_le_)‘xda:
0

za svaku izmjerivu funkciju f : (0,00) — R, za koju ovaj integral postoji.
Nadalje, vrijedi:

(a) EX" = sra(a+1)---(a+n—1),n>1

(b) X € L,(Q,P),pe[l,00), X ¢ Lo(2, P)

(c) DX = /)N
(3) Ako u (2) stavimo a = 1 onda je X exponencijalna slu¢ajna varijabla
uRpajeEX" =nl/A" n>1iDX =1/)\°

Ako u (2) stavimo A = %, a o zamijenimo sa 5 onda je X x2-slucajna
varijabla u R pa je:

(c) EX"=a(a+2)---(a+2(n—1)),n>1

(d) DX =2«
(4) Neka je X Cauchyjeva slucajna varijabla u R s parametrima A > 0
i aeR. Tada je

Ef(X) =2 [ srpapf(@)de
za svaku izmjerivu funkciju f : R — R za koju ovaj integral postoji.
Dakle, EX ne postoji pa ni DX ne postoji!
(5) Neka je X Gaussova slucajna varijabla u R s parametrima a € R i
0%, 0> 0. Tada je EX = a, DX = 0% Ako je a = 0 onda vrijedi
2 a a
E|X[™ = ZZo™T(a+ 3)
za svaki a > ——, pa je

IX1l, = (5)20"D(P51) V7, p € [1,00)

i X ¢ Lo(Q,P).



POGLAVLJE 5. SLUCAJNE VARIJABLE 62

(6) Neka je X Gaussova slucajna varijabla u R. Tada vrijedi
Eexp(aX) = exp(aEX + 1a’DX), a € R

a bududi da su obje strane definirane i analiticke po a € C zaklju¢jemo da
formula vrijedi za svaki @ € C. Prema tome, takoder vrijedi

Eexp(iaX) = exp(iaEX — 1a’DX), a € C

(7) Neka je X Gaussova slucajna varijabla u R" s parametrima a € R" i
A e GL,(R), A > 0. Tada je EX = a 1 DX = A, sto opravdava nazive za
srednju vrijednost a i disperziju A.

(8) Neka je X uniformna slu¢ajna varijabla na euklidskom disku D,, = {z €
R™; ||z|| < 1}. Tada vrijedi:

gdje je |D,| = 7"/2/T(1 + 2) volumen diska. Nadalje, vrijedi:

(a) X; € L,(Q, P), za svaki p € [1,00] i svaki ¢

(b)) EX =0,DX = #2] , pa su koordinate od X nekorelirane, ali zavisne.
Usporediti ovo sa 5.9, (4).
(9) Neka je Y uniformna slucajna varijabla na disku rD,, + a C R", r > 0,
ac R". Tada je Y = rX +a, gdje je X iz (8), paje EY = a,i DY = r’DX =
"],
7(ﬂtir(.g)) Neka je X Gaussova slucajna varijabla u R", EX = 0, DX = A. Tada
za svaki B € gl,(R), B"=B, B < %A_l, vrijedi Kacova formula

Eexp(BX|X) = det(I —2AB)~Y/?
iz koje specijalno slijedi
Eexpla(X|X)] = det(I — 224)™Y2, a < : 1A~

gdje je ||A|| spektralna norma od A. Za dokaz Kacove formule koristimo
formulu

[ exp(—(Azx|z))dz = 7"/*(det A)~Y2 A >0

a nju dobijemo po teoremu o zamjeni varijable za m,,.
(11) Neka je X Cantorova slucajna varijabla u R. Tada vrijedi

Ef(X)=3Ef(3X)+3EfGX +3)

za svaku ograni¢enu i izmjerivu funkciju f : [0,1] — R ili C. Specijalno, ako
stavimo f(t) = t", n > 1, dobijemo

EX" = 137" [EX" + E(X +2)"]
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iz cega slijedi rekurentna formula za momente:

EX" =

oy 2 2"EX" TR, n > 1
k=1

Dakle, imamo EX = 1/2, EX? = 3/8, EX?® = 5/16, EX* = 87/320, itd. i
takoder DX = 1/8.
(12) Neka je X Cantorova slucajna varijabla u R. Tada je

Eexp(aX) = e*? ][] ch(37%a), a € C

k>1
Naime, ako stavimo ¥ («) = Eexp(aX) onda po (11) imamo
Y(a) = 5(1+*)p(5a) = e Pch(za)P(50)

pa iteracijom dobijemo

k
Y(a) =exp(>. 37%a) [[ ch(37%a) - (37 %a), k> 1
pa po teoremu o dominiranoj konvergenciji dobijemo formulu, za k — oo.

PROPOZICIJA 5.11 Neka je X slucajna varigabla uw R™ s gustocom f,
E={x e R" f(x) >0} i g:R" — R"™ Borelova funkcija za koju vrijedi:

(a) g: F — E' = g(F) je bijekcija,

(b) g7' : E' — E je deriabilna i (g71) (x) je reqularna matrica za svaki
r € F'. Tada slucajna varijabla Y = g(X) ima gustoéu fy i vrijedi

A) = flg™ W) - [det(g™") W)] - Xz (v)

Dokaz Po teoremu o zamjeni varijable za m, imamo:

[pfily)dy = ff y))| det(g™") () Ix g (y)dy
= BfE/f 9~ (W) det(g™") ()Ixw (y)dy
= [ fle)dy= [ f(z)dy

g~1(BNE') g~1(B)

= P(X €g7'(B))=P(Y € B) = Py(B)
za svaki B € B(R").

KOROLAR 5.12 Neka je X slucajna varijabla u R™ s gustoé¢om f, a € R”,
A e GL,(R). Tada slu¢ajna varijabla Y = AX + a ima gustoéu fy i vrijedi

fily) = FA7 (y — @)y, y € R
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Dokaz Ako je g(x) = Az + a onda je g difeomorfizam od R", g~ !(z) =
ANz —a)i(g7")(z)=A"1 z e R™

KOROLAR 5.13 Neka je X Gaussova slucajna varijabla u R™ sa srednjom
vrijednosti EX = a i disperzijom DX = A. Ako je B € GL,(R) i b € R"
onda je slucajna varijabla Y = BX+b Gaussova uR™ sa srednjom vrijednosti
EY = Ba + b ¢ disperzijom DY = BAB”.

Dokaz Y je Gaussova po prethodnom korolaru, a formule za EY i DY slijede
iz. 5.4

KOROLAR 5.14 Neka je X Gaussova slucajna varijabla v R™. Tada su
koordinate od X nezavisne ako 1 samo ako su nekorelirane.

Dokaz Ako su koordinate od X nekorelirane onda je DX = A dijagonalna
matrica pa se gustoc¢a f od X raspada u produkt gustoc¢a marginalnih dis-
tribucija. Sada po 5.9, (3) slijedi nezavisnost koordinata od X. Obrat slijedi
iz. 5.9, (4).

KOROLAR 5.15 Neka je X Gaussova slucajna varyjabla v R", a = EX 4
A =DX. Tada je Y = A™Y%(X —a) standardna Gaussova slucajna varijabla
uR™ tj. EY =0, DY = I.

TEOREM 5.16 Neka je X slucajna varijabla uw R™ s gustocom f, B =
{z € R™; f(x) > 0}, g : R" — R"™ Borelova funkcija i E = |J E; konacna ili
prebrojiva Borelova particija od E takva da funkcije g; = g|F; zadovoljavaju
(a) g; : B — E. = g;(F;) je bijekcija, za svaki i.
(b) g;* : B! — E; je derivabilna s.s. na E! i matrica (g; ) (x) je reqularna
s.8., za svaki i. Tada slucajna varijabla Y = g(X) ima gustoéu fi i vrijedi

fily) =3 S (o Hy)) det(g; ) () Ix e (v)
Dokaz Po teoremu o zamijeni varijable za m,, je
Js fily)dy = gZ@-f(g{l(y))l det(g;) () Ix g (y)dy =
= > [ flot@)ldet(g; ) (1) Ixe (y)dy

i BNE!

= > [ [fl@)dz= fogi_l(B)mEi(x)f(x)dx
v g7 N (B)NE; @

= fXUigi_l(B)ﬂEi(x)f(x)dx = f f(z)dx

g~1(B)

= P(X€g™'(B))=P(Y € B) = Py(B)
za svaki B € B(R"™).
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PRIMJERI 5.17

(1) Neka je X standardna Gaussova varijabla u R i Y = X2, Nadimo distri-
buciju od Y po prethodnom teoremu. Sadajen =1, g(z) = 2%, E = R, g nije
injektivna na E = R. Ako stavimo F; = (—00,0], Ey = (0,00), g; = g|E;,
i = 1,2, onda su ispunjeni uvijeti prethodnog teorema g;'(z) = —/z,
g, (x) = V7, B} = g1(E)) = [0,00), By = g2(F») = (0,00). Dakle gustoca
fi od Y je dana sa

f1) = 32 (F(V1) + F(=VI))X(0.00) = 7255 P(—5)X(0,00) (V)

Sto znaci da Y ima y2-distribuciju s o = 1 stupnjeva slobode. Vrijednost
f1(0) mozemo uzeti proizvoljnim zbog P(X = 0) = P(Y = 0) = 0, pa
stavljamo f1(0) = 0.

(2) Neka je X slucajna varijabla u R? s gustocom f, 1 : R* — R Borelova
funkcijaiY; = ¥ (X). Uz koje uvijete Y; ima gustoéu? Primijenimo prethodni
teorem na funkciju g : R? — R?, g1 = 1, go = idy tj. y1 = q1(x) = (),
Yo = go(x) = 1. Sada ovaj g mora zadovoljavati uvjete prethodnog teorema.
Ako je npr. g bijekcija, derivabiljna s.s. i det(¢g7!)'(y) # 0 s.s. na slici od
g onda je x1 = (97')1(y) = y2, 72 = (97)2(y) = ¥(y) za neku derivabilnu
funkciju ¢ : R? — R. Bududi da je det(¢g™!)(y) = —g—yf(y) gustoca f1 od
Y =9(X) je fily) = f(ya, oy ))\ = (y)| Sto znaci da Y ima gustocu

() = [ fz, et il?l))\at (t, z1)|dx

(3) Neka vrijede uvjeti od (2) i neka je ¥(x) = x1 + z5. Tada Y7 = X7 + X5
ima gustocu

() = [ f(z1,t — 21)dxy
Naime, ovdje je ¥(x) = x1 + 22, ©(¥) = y1 — Yo.
(4) Neka vrijede uvjeti od (2) i neka je ¥(z) = 9 — x1. Tada Y] = Xo — X
ima gustocu

fyl ff Il,t-l-l'l)dl'l
Naime, ovdje je p(y) = y2 + y1 pa primijenio formulu iz (2).
(5) Neka vrijede uvjeti od (2) i neka je () = xyxe. Tada funkcija g iz (2)
nije injektivna na R?, ali ako stavimo E; = (—00,0) x R, Fy = (0,00) X R,
g; = g|F;, i = 1,2, onda kao u (2) imamo ¢(y) = y1/y2 pa Y1 = X; X5 ima
gustocu

fY1 ffmht/xl

(6) Neka vrijede uvjeti od (2) i neka je ¥ (z) = :1:2/:1:1. Tada sli¢no kao u (5)
slucajna varijabla Y7 = X5/X; ima gustoc¢u

le f f I’l,tx'l) ‘Jfl‘ dI’l
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Specijalno, ako su X; i X5 nezavisne i imaju standardnu Gaussovu distribu-
ciju u R onda Y; = X5/X; ima gusto¢u

fri(t) = [ fi(@) fi(ta) |z |dey = £ -

Sto znaci da je Y; Cauchyjeva slucajna varijabla u R.

(7) Neka su Xi, Xy nezavisne Gaussove varijable u R. Tada po (3) za-
kljucujemo da je X; + X5 Gaussova u R.

(8) Neka su Xi, Xy nezavisne slucajne varijable u R s eksponencijalnom
distribucijom s parametrom A. Tada po (3) zaklju¢ujemo da X; + X, ima
gamma distribuciju s parametrima A i a = 2.

(9) Neka su X, X5 nezavisne sluc¢ajne varijable u R s gamma distribucijom
s parametrima A i ag, kK = 1,2. Tada po (3) zakljucujemo da X; + X5 ima
gamma distribuciju s parametrima A i a; + as.

PROPOZICIJA 5.18 Neka su Xy,...,X, nezavisne Gaussove slucajne
varijable u R. Tada je Y7 = X1 + -+ + X,, Gaussova u R i za nju vrijeds
EY, =EX;+---+EX,, DY; =DX; +-.-+DX,,.

Dokaz Slijedi iz 5.17, (7) i 5.5, (5).

PROPOZICIJA 5.19 Neka su Xq,...,X, nezavisne slucajne varijable u
R, pri cemu X; ima gamma distribuciju s parametrima \ © o;, 1 = 1,...,n.
Tada Yy = X1+ - - -+ X, ima gamma distribuciju s parametrima X\ 1 o, gdje
je = + -+ Q.

Dokaz Slijedi iz 5.17, (9).

KOROLAR 5.20 Neka su X1, ..., X, nezavisne slucajne varijable u R, pri
cemu sve imaju standardnu Gaussovu distribuciju. Tada Yy = X7 + -+ X2
ima x2-distribuciju s n stupnjeva slobode.

Dokaz Slijedi iz prethodne propozicija i 5.17, (1).

KOROLAR 5.21 Neka su Xq,...,X, nezavisne Gaussove slucajne varija-
ble u R. Tada slucajna varijabla

> (X - EX;)?
i=1 !

ima x2-distribuciju s n stupnjeva slobode.



POGLAVLIJE 5. SLUCAJNE VARIJABLE 67

Dokaz Neka je Z; = (X; —EX;)/vDX;, i =1,...,n. Tada je Z; standardna
Gaussova varijabla u R. Nadalje, Z1, ..., Z, su nezavisne pa primjenimo pret-
hodnu propoziciju.

Ovaj korolar se éesto primjenjuje u praksi u tzv. y>-testu.

DEFINICIJA 5.22 Neka su X1, Xo nezavisne slucajne varijable u R.

(1) Ako Xi ima x2-distribuciju s n stupnjeva slobode, a Xy standardnu Ga-
ussovu onda kazemo da Z = X5/+v/X1/n ima Studentovu distribuciju s
n stupnjeva slobode.

(2) Ako X1 ima x2-distribuciju s n stupnjeva slobode, a Xy x?-distribuciju
s m stupnjeva slobode onda kazemo da Z = mX;/nXs ima Fischerovu
distribuciju ili F-distribuciju s (n,m) stupnjeva slobode.

PROPOZICIJA 5.23 Neka je Z Studentova slucajna varijabla v R s n
stupnjeva slobode. Tada Z ima gqustocu f i vryjedi

n+l
f(z) = ﬁ%(l + L1220 e R
2

Dokaz Koristeci 5.17, (6) vidimo da Z ima gustoéu f i

f(z) = zfxl(ld)fxz(z\/xl/n)\/xl/ndxl

T (n-1)/2 . 2
- V;wn2n/2¥(g>{x§ )/ exp(—5-(1+ %))dx;

iz cega slijedi gornja formula.
PROPOZICIJA 5.24 Neka je Z slucajna varyjabla koja ima F-distribuciju
s (m,n) stupnjeva slobode. Tada Z ima gustocu f i vrijedi

m+n
2, 2>0

T(™F) mym n_ m .\ —
F(2) = mte ("2 11+ 72)

2

Dokaz Ponovo po 5.17, (6) vidimo da Z ima gusto¢u f i vrijedi

f(z) = OffX1(ml)fxz(z\/il/n)\/ml/mlf'fl:

= 1 m m/2z%_1ooa:m7+n_1exp —2(1+ 22))dx
e (2 (—5(1+22)

iz ¢ega slijedi formula.

PROPOZICIJA 5.25 Neka je X Gaussova slucajna varijabla v R™ 1 b €
R™, b # 0. Tada je (b|X) Gaussova slucajna varijabla u R.



POGLAVLIJE 5. SLUCAJNE VARIJABLE 68

Dokaz Neka je Y = A7Y2(X —a), gdje je a = EX i A = DX. Tada je Y
standardna Gaussova po 5.15. Sada je (b|X) = (b|AY2Y +a) = (AY?B|Y) +
(bla) pa za c = AY2bimamo (b|X) = (c|Y)+ (bla) = c1 Y1+ - -+, Yy + (bla).
Buduéi da su koordinate od Y nezavisne po 5.18 zaklju¢ujemo da (b|Y’) ima

Gaussovu distribuciju u R.
Zamijetimo da je E(b|X) = (bla) i D(b|X) = (Ab|b).

5.3 Sluc¢ajni uzorci i njihove statistike

DEFINICIJA 5.26 (1) Neka je X slucajna varijabla uw R™ takva da su
koordinate X1, ..., X, nezavisne i sve imaju istu distribuciju p na R. Tada
se X zove sluéagni uzorak duljine n i1z populacije sa svojstvom .
Kazemo da je X Gaussov, Poissonov, binomijalni itd, ako je u Gaussova,
Poissonova, binomijalna itd.

(2) Neka je X slucajni uzorak duljine n i f : R® — R Borelova funkcija.
Tada se slucajna varijabla T = f(X) zove statistika od X. U primjeni su
vrlo cCeste sljedece statistike:

(a) X = (X1 +---+ X,,) (oCekivanje uzorka)

(b) S*(X) = = > (X; — X)?, n > 2, (disperzija uzorka)
i=1

n

(¢) M(X) =L 3°(X; — X)¥, (k-ti centralni moment uzorka)
i=1
(d) Ap(X) =L > XF, (k-ti moment uzorka), k > 1

1=1

PROPOZICIJA 5.27 Neka je X slucajni uzorak duljine n iz populacije sa

svojstvom . Ako p ima srednju vrijednost a = EXy @ disperziju o = DX,

onda je EX = a, DX = 20% i ES*(X) = 0.

Dokaz Buduéi da je > (X; — a)? = > (X; — X)? +n(X — a)? imamo
ES?(X) = H%E[Z(Xz —a)? —n(X —a)?] = ﬁ(naz —0?) =0

1

pa dobijemo tre¢u formulu, dok su prve dvije evidentne.

KOROLAR 5.28 Neka je X Gaussov slucajni uzorak duljine n. Tada je X
Gaussova slucajna varyabla u R.

Dokaz Slijedi iz 5.18

TEOREM 5.29 Neka je X Gaussov slucajni uzorak duljine n > 2. Tada
su X 1 S*(X) nezavisne slucajne varijable u R.
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Dokaz Neka je a = EX; i 02 = DX,. Tada je X Gaussova slu¢ajna Varijabla

uR", EX =auiDX =0%], gdjejeu=e¢e; +---+e, Akoje b= \/—u onda

je ||b]] = 1 pa postoji ortogonalna matrica U € O(n) ¢iji je prvi redak jednak

b”. Neka je sada ¥ = UX. Tada je Y Gaussova u R" i EY = Uau = aUu,

DY = U -0l - U™ = 0% pa su koordinate Yi,...,Y, nezavisne. Nadalje,
= nX i (YY) = (X|X) paje

Y24 +Y2= (YY) - Y2 = (X|X)—nX = (n—1)S%X)

Bududi da je Y; nezavisna od Y22 + -+ Y? zakljucujemo da je X nezavisna

od S?(X).

TEOREM 5.30 Neka je X Gaussov slu¢ajni uzorak duljine n > 2 i 0% =
DX,. Tada slucajna varijabla —52( ) ima x?-distribuciju s n—1 stupnjeva

slobode.

Dokaz (1°) Neka je prvo EX = 0, DX = [ i U ortogonalna matrica iz
dokaza prethodnog teorema. Tada za Y = UX imamo EY =0, DY =11
(n —1)S*(X) =Y7 4 -+ Y2 pa tvrdnja slijedi po 5.20.

(2°) Dokazimo sad opd¢i slucaj. Ako je Y = (X — au) i a = EX; onda
je EY =01 DY = I, pa po (1°) slu¢ajna Varljabla St (Vi — Y)? ima x*-
distribuciju s n — 1 stupnjeva slobode. Bududi da je

=182 (X) = 32 (V; — V)2
i=1

dobijemo tvrdnju.
KOROLAR 5.31 Neka je X Gaussov slucajni uzorak dulyine m + 1, Y

Gaussov slucajni uzorak duljine n+1 ¢ DXy, = DY;. Ako su X 1Y nezavisni
onda slucajna varyjabla

_ 1 Zm+1( 7)2
LYY - Y)?

ima Fischerovu distribuciju s (m,n) stupnjeva slobode.

Z

Dokaz Slijedi iz 5.22, (2), 5.30 i nezavisnosti od X, Y.

KOROLAR 5.32 Neka je X Gaussov slucajni uzorak duljine n > 2 1 a =
EX,. Tada slucajna varyabla

Z = V(X - )/$(X)""

ima Studentovu distribuciyu s n — 1 stupnjeva slobode.
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Dokaz Slijedi iz 5.22, (1), 5.28, 5.29 i 5.30.

NAPOMENA 5.33 Na prethodnom korolaru se bazira poznati Studen-
tov test u primijenjenoj statistici pomocu kojeg se provjerava hipo-
teza da Gaussova varijabla X u R ima ocekivanje ag € R, pri cemu je
DX nepoznat broj. Postupak je sljedec¢i: provede se n nezavisnih mjere-
nja od X tj. razmatra se slucajni uzorak Y duljine n iz Gaussove po-
pulacije, Y7 = X. Ako je pretpostavka o ocekivanju ag ispravna onda je
7Z = /n(Y —ay)/S?(Y)Y? Studentova sluéajna varijabla s n — 1 stupanjem
slobode. Za zadani o € (0,1) iz tablica Studentove distribucije nademo broj
to takav da je P(|Z] < t,) = 1 — a, i ovaj broj 1 — a zovemo pouzda-
nost testa. Ako je izmjereni Z pao u [—t,,t,] onda se hipoteza EX = q,
prihvaca. Ako je izmjereni Z izvan [—t,,t,] onda se hipoteza EX = qy
odbacuje.

PRIMJERI 5.34

(1) Neka su X, Y nezavisne slucajne varijable u Ri Z = X + Y. Ako su pu, v
distribucije od X, Y onda je

Fz(z) = [ Fx(z —y)dv(y) = [ Fy (2 — 2)dp(z)

Ako bar jedna od njih ima gusto¢u onda Z ima gustocu

f2(2) = [ fx(z —y)dv(y) i fz(2) = [ fy(z — x)du(z)

(2) Ako je X Fischerova s (m,n) stupnjeva slobode onda je 1/X takoder
Fischerova s (n, m) stupnjeva slobode.
(3) Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne varijable u R, Y7 = min; X; i
Y; = max; X;. Tada vrijedi

F(t) =1= 111 = Fx, (1), Fn(t) = 11 Fx(t)

Specijalno, ako je X slucajni uzorak iz populacije sa svojstvom g onda je
Fy(t) =1=(1—=Fx, ()", Fyn(t) = Fx,(#)"
Ako sa v, V9 oznacimo distribucije od Y7, Y5 onda je
dvi(t) = n(1 — Fx, ()" 'du(t), dvy(t) = nFx,(t)" tdu(t)

(4) Neka je X slucajni uzorak duljine n iz populacije sa svojstvom g, gdje je
@ uniformna mjera na [0, 1] C R, Y7 = min; X;, Yo = max; X;, Z; = Y5 — Y7,
Zs =Y1/Y5. Tada po (3) imamo:
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a) Y1, Yy imaju gustoce fi(x) =n(1l —z)"! f2( ) =nz"! x €[0,1]
b)]Elel—]E)/? +1,DY1 DYy = m

C) Y = Yie; + Yae, je koncentrirana na {x € R%0 < x; < 2y < 1} i
i Fy(2) = 2% — (zg — 21)", fy(z) =n(n —1)(xg — 21)" 7

) Fz(x) =nz" ' —(n—1)a" Fp(z)=1—(1—-2)" 1 0<z<1

e) EZ, = 21 D7z, = 2 U

+1° (n+1)%(n+2)
f)EZy =1, DZy = #llm

(5) Neka je X Gaussova u R", EX = a, DX = A. Tada slu¢ajna varijabla
Y = (AY(X — a)|X — a) ima x*-distribuciju s n stupnjeva slobode. Naime,
ako je Z = A~Y2(X — a) onda je Z standardna Gaussova slucajna varijabla
uRMiY =722+ 4+ Z2

(6) Neka je X standardna Gaussova u R™ i P € ¢l,(R) projektor ranga
k. Tada slucajna varijabla Y = (PX|X) ima y?-distribuciju s k stupnjeva
slobode. Naime, P se moze dijagonalizirati tj. postoji U € O(n) takva da
je UPUT™ dijagonalna matrica s k jedinica na dijagonali. Sada Z = UX ima
standardnu Gaussovu distribuciju na R" i

Y =(PU ZIUZ) = (UPU Z|Z) = Z} + -+ Z}
pa Y ima y?-distribuciju s k stupnjeva slobode.

DEFINICIJA 5.35 Neka je X : Q — R” slucajna varijabla v R™ 1w € ().
Ako realne brojeve Xq(w), ..., X,(w) uredimo uzlazno dobijemo X1)(w), ...,
Xmy(w), pri cemu je Xx)(w) k-ti po redu od brojeva Xi(w), ..., X,(w). Spe-
cijalno je Xq)(w) = min; X;(w), X (w) = max; X;(w).

Neka je X sluc¢ajni uzorak duljine n. Tada se Xy zove k-ta redna sta-
tistika od X, k=1,...,n. Evidentno je X1y < X@) < ... < X(p).

PROPOZICIJA 5.36 Neka je X slucajni uzorak duljine n iz populacije sa
svojstvom 1 i neka je F' funkcija distribucije od p. Tada k-ta redna statistika
Xy 1ma funkciju distribucije

n

Fx, ()= > G)F@)™1—=F(x)"™ k=1,...,n

m=k

Dokaz Neka je 7(x) = |{j; X; < x}|. Tada je 7(x) sluc¢ajna varijabla u R i

T(T) = X(xy<o) T T X(Xo<a)

Bududi da X (x,<x) ima Bernoullijevu distribuciju s parametrom p = P(X; <
xr) = F(x),i=1,...,n, zaklju¢ujemo da 7(x) ima binomijalnu distribuciju
s parametrom n i p = F( ) pa je

Fy,(x) = P(r(z) =2 k) = S (M)F(2)™(1 = F(z))™™

m=k
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iz ¢ega slijedi tvrdnja.

KOROLAR 5.37 Neka vrijede uvjeti prethodne propozicije i neka mjera
ima gustocu f. Tada k-ta redna statistika ima gustocu gy 1 vrijedi

gu() = n(=) P (1 = F()" ™ f(a), 2 € R, k=1,...,n
Dokaz Deriviramo formulu iz prethodne propozicije.

PRIMJERI 5.38

(1) Neka je X slucajni uzorak duljine n > 2 iz populacije sa svojstvom p,
gdje je u eksponencijalna mjera na R s parametrom A. Tada vrijede tvrdnje:
( ) X(l X(2 X(l), R ,X(n) — X(n—l) su nezavisne.
(b) Xrt1)— k) ima eksponencijalnu distribuciju S parametrom (n—Fk)\.
()]EX(k; ( —|———|— +nk—|—1) kE=1,.
(d) X ima gustocu

@) = n(]) (1 =€) A e 0 >

(2) Neka je X sluc¢ajni uzorak duljine n iz populacije sa svojstvom pu. Ako
p ima gustoéu f i funkciju distribucije F' onda slu¢ajna varijabla Y u R?
definirana sa Y = X(1ye; + X(5)e2 ima gustocu

g(w1,m9) = n(n — 1) f(21) f (23) (F(x2) — F(21))" ", 21 <

5.4 Fourierova transformacija

DEFINICIJA 5.39 (1) Neka je M(R"™) skup svih konacnih Borelovih mjera
na R", uwe M(R™) ip:R* — C, funkcija definirana sa

i (a) = [ ¢V du(y)

Tada se 1 zove Fourierova transformacija ili karakteristicna funk-
cija mjere [i.

(2) Ako je X slucajna varijabla u R™ s distribucijom pu onda se funkcija
vx : R" — C, definirana sa

px(r) = ji (x) = Eexpli(z|X)]

zove Fourierova transformacija ili karakteristicna funkcija od X.



POGLAVLIJE 5. SLUCAJNE VARIJABLE 73

PROPOZICIJA 5.40 (1) 1(0) = [[ul, gdje je ||ul| = n(R")
(2) o ()] < ||, za svaki z € R™ i p € M(R")
(3) (ap+v)Mx) = ajip(x) + v(x), « >0, z € R", u,v € M(R")
(4) fv je uniformno neprekidna funkcija na R™
(5) Re v i Im j1 su uniformno neprekidne funkcije na R™

Dokaz Prve tri tvrdnje slijede neposredno iz definicije. (4) Imamo
i (x4 h) = ()| = | [ —1)du(y) < [ 1™ —1|du(y)

pa po teoremu o dominiranoj konvergenciji |ii (x + h) — ju(z)] — 0, h — 0,
za svaki x, h € R", iz ¢ega slijedi tvrdnja. (5) Slijedi iz (4).

PROPOZICIJA 5.41 Ako je u € M(R™) onda je i pozitivno definitna

funkcija tj. za svaki aq,...,ap € C 1 svaki xq, ...,z € R", k> 1, vrijedi
>z — z5) > 0
]

Drukéije receno, matrica [i(x; — x;)] € glx(C) je pozitivna.

Dokaz Y, > iz — x;) = [ | 32, ™™ W) 2dp(y) > 0.

TEOREM 5.42 (Bochner)
Funkcya ¢ : R — C je Fourierova transformacija neke Borelove vjero-
jatnosti na R™ ako i samo ako je neprekidna, pozitivno definitna i p(0) = 1.

Dokaz Bez dokaza.

TEOREM 5.43 (Teorem jedinstvenosti)
Ako su p,v € M (R") i i =10 onda je p = v.

Dokaz Bez dokaza.

PROPOZICIJA 5.44 Neka je X slucajna varijabla v R™.
(1) Neka jea € R™ i A : R® — R™ linearni operator. Akoje Y = AX +a
onda je
oy (y) = ¢ “Wpy(ATy),y e R™
(2) Akojea e R" i Y = (a|X) =1 Xy + - + a, X, onda je

Py (t) = px(ta), t eR

(3) @Xi(t) = px(te;), teR, i=1,...,n
(4) Koordinate Xy, ..., X, od X su nezavisne ako i samo ako je

px(z) = Yx; (1) - - @Xn(xn), reR"”
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Dokaz (1) Slijedi neposredno iz definicije, dok su (2) i (3) specijalni slucajevi
od (1) za m = 1. (4) Neka su py, ..., u, marginalne distribucije od X i p
distribucija od X. Tvrdnja se moze napisati u obliku

fi(x) = (py X -+ X p, ) (x), © € R
Sto je po teoremu jedinstvenosti ekvivalentno sa p = pqy X -+ X p,,.
PRIMJERI 5.45
(1) Ako je u binomijalna mjera na R onda je f(t) = (1 —p +peit)”.
(2) Ako je p Poissonova mjera na R onda je jui(t) = exp(A(e — 1)).

(3) Ako je X cjelobrojna slucajna varijabla u R s generatrisom 1y onda je
0y (t) =¥y (e"). Npr. za Pascalovu slu¢ajnu varijablu je

px(t)=p) =p (1 —(1—p)ee")™"

(4) Ako je p uniformna mjera na [a,b] C R onda je a(t) =

eitb_eita

1
b—a it

Specijalno, za [a,b] = [—1, 1] imamo fi(t) = 2L
@)—a.

(5) Ako je p gamma mjera na R onda je fi(t) = (1 — %

Specijalno, za x?-mjeru je ji(t) = (1 — 2it)~*/2, dok je za eksponencijalnu
mjeru fi(t) = (1 —%)~L
(6) Ako je u Cauchyjeva mjera na R onda je fi(t) = exp(iat — \|t]).
(7) Ako je u Laplaceova mjera na R onda je ji(t) = )\2)‘—4;61"”.
(8) Ako je p Gaussova mjera na R” sa srednjom vrijednosti a i disperzijom
A onda je

jix) = explilala) — H(Axf)), @ € R

Specijalno, za n =1 je A = 0? pa je fi(z) = exp(iax — s0%2?).

(9) Ako je p polinomijalna mjera na R onda je ji(x) = (pre™ +- - -+ppe*™)

PROPOZICIJA 5.46 Neka je X slucajna varyabla uw R™ s distrib. p.
(1) Ako je w € Ny i X¥ € Li(Q2, P) onda 0“[ postoji i uniformno je
neprekidna na R™. U tom slucaju vrijedi formula

0°pu(x) = i [ Wy du(y), » € R”

k

(2) X¥ € Li(Q, P), za svaki w € Ny, ako i samo ako je fi beskonacno
derwabilna funkcija.

Dokaz (1) Ako je X¥ € L1(2, P) tj. E|X“| < 00, gdje je X¥ = X'+ X¥n,
onda je funkcija y — @My w Li(u) i | [ €@y du(y)| < E|X*], sto znadi
da postoji 0¥(x), x € R™, i vrijedi

() = [o°e W du(y) =i [ Wy du(y)

Uniformna neprekidnost se dokazuje analogno kao za fi. (2) Slijedi iz (1).
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KOROLAR 5.47 Neka je X slucajna varijabla uw R™ s distrib. p.
(1) Ako je X integrabilna onda je ji klase C* i vrijedi

EX = —iji'(0)"
(2) Ako X ima disperziju onda je i klase C? i vrijedi
i(0) = —EXX
(3) Ako je X“ integrabilna onda je EX = (—i)I9~1(0).
Dokaz Po prethodnoj propoziciji je i’ (z) = i [ @9y du(y) i

i(2) = (i (@)7) = — [ My du(y)
pa dobijemo (1) i (2), dok (3) slijedi iz prethodne propozicije, (1) za = = 0.

PROPOZICIJA 5.48 Neka je X slucajna varijabla v R s distribucijom p,
takva da za neki o > 0 vrijedi Eexp(a | X|) < oco. Tada vrijedi:

(1) Xk e Li(,P), k>1

(2) im[LE|X|""/" = 1/R < oo, za neki R > 0

(3) it je analiticka funkcija na nekoj okolini nule 1

plt) = ¥ LGt EX", |i] < R

(4) Rlz] C Li(p) @ Rx] je gust u Li(p)

Dokaz Bududi da je Eexp(a|X|) < 0o, za neki a > 0, po teoremu o mono-
tonoj konvergenciji je

> Sa"E|X]" < o0

n>0
Ako sa R oznacimo radius konvergencije ovog reda onda dobijemo prve tri
tvrdnje. Prvi dio iz (4) slijedi iz (1). Nadalje, budué¢i da momenti jed-
noznacno odreduju fi zakljucujemo da je p jednoznacno odredena sa [ fdpu,
f € Rx], sto znaci da je R [x] gust u Li(u).

PRIMJERI 5.49

(1) Ako je X slucajna varijabla u R™ s distribucijom p i ako postoji a > 0
tako da je [exp(a||z|)du(z) < oo onda vrijede analogne tvrdnje kao u
prethodnoj propoziciji. Specijalno je ji analiticka na nekoj okolini 0 i vrijedi

p(z) =Y ik L EX
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Nadalje, svi polinomi R [z1, ..., x,] su gusti u Ly ().
(2) Ako je u vjerojatnost na R™ takva da je j1 € Li(R™) onda p ima gustocu
f po Lebesgueovoj mjeri m,, i

flx) = 2m) ™" [ e “Wi(y)dy

Gustoca f je ogranicena, |f(z)| < (2m)™" |||, i uniformno neprekidna funk-
cija. Ova tvrdnja se zove teorem inverzije.

(3) Neka je p € M(R™) iY slucajna varijabla u R" s distribucijom v. Tada
se Y zove opca Poissonova sluc¢ajna varijabla u R"™ ako vrijedi

p(x) = exp [(“) — 1)du(y)

a njezina distribucija v se zove opc¢a Poissonova mjera na R”. Nadalje,
neka je X slucajna varijabla u R™ s distribucijom u/ ||pll, gdje je [|p|| =
p1(R™). Tada Y ima srednju vrijednost ako i samo ako X ima srednju vrijed-
nost pri ¢emu je EY = ||u|| EX. Nadalje, Y ima disperziju ako i samo ako X
ima disperziju i tada je DY = ||u|| EXX".

Ako jen =11 pu = A\o; onda je v Poissonova mjera na R s param. A.
(4) Neka je X standardna Gaussova slu¢ajna varijabla u R” i f : R” — R”
afina funkcija, f(x) = Ax +a, A € gl,(R), a € R". Tada se Y = f(X) zove
op¢a Gaussova slucajna varijabla u R", a njezina distribucija u se zove
op¢a Gaussova mjera na R". Nadalje, vrijede sljedece tvrdnje:
(a) i) = exp (i(alz)) — 3(Bz[z)), gdje je B = AAT.
(b) EY =a, DY = B.
(c )AkOJeA—OondaJeX—al,LL—(S

(d) Ako je A # 01idet A =0 onda je u singularna mjera i njezin nosac je
ravnina f(R™).
(5) Ako je X opéa Gaussova slucajna varijabla u R i f : R® — R* afina
funkcija onda je Y = f(X) takoder op¢a Gaussova slucajna varijabla u R”.
(6) Neka je X stanardna Gaussova slu¢ajna varijabla na R", X, stanardna
Gaussova sluc¢ajna varijablana RiY = X/Xj. Ako su X i X nezavisne onda
se Y zove stanardna Cauchyjeva sluc¢ajna varijabla u R”, a njezina
distribucija p se zove standardna Cauchyjeva mjera na R"”. Ona ima
gustocu f danu formulom

fla) = Dgh)a R Yl 2 e R

Nadalje, vrijedi ji(z) = exp(— ||z||), z € R™,

(7) Neka je je X stanardna Cauchyjeva sluc¢ajna varijabla na R™ i Y =
AX +a, A€ gl,(R)iaeR" Tadase Y zove opéa Cauchyjeva sluc¢ajna
varijabla u R"”, a njezina distribucija i se zove opéa Cauchyjeva mjera
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na R". Ako je det A # 0 onda opc¢a Cauchyjeva mjera ima gustocu, a ako je
A #01idet A= 0 onda je ona singularna. Nadalje, vrijedi

ju(x) = exp(i(alz) — [[A7z]), = € R"

Zamijetimo da [ nije derivabilna u nuli, za A # 0, pa Y nema srednje
vrijednosti niti disperzije.

5.5 Zakoni velikih brojeva

DEFINICIJA 5.50 (1) Kazemo da niz () v M(R"™) konvergira slabo
prema i € M(R") i pisemo p,, — p ako [ fdu, — [ fdu, za svaku funkciju
f e CR").

(2) Neka su X, Xy, k > 1, slucajne varijable u R™ s distribucijama pu, iy,
k > 1. Kazemo da niz (Xy) konvergira po distribuciji prema X i
pisemo Xy 2 X ako te — . Kazemo da (Xy) konvergira prema X po

vjerojatnosti i pisemo X, = X ako P(|| Xy — X|| > €) — 0, za svakie > 0.
PRIMJERI 5.51

(1) Neka je (ag) niz u R, a € R". Tada d,, — d, ako i samo ako ap — a.
Naime [ fdd,, — [ fdd, ako i samo ako f(ax) — f(a), za svaki f € C(R"),
Sto je ekvivalentno sa a; — a.

(2) Neka je g uniformna mjera na [0,1] C R i y;, niz diskretnih mjera defi-
niranih sa p;, = %mezl om. Ako je f € C(R), onda je

k

ffd/J = Zf(x)dx = lim% 221 f(%)

Naime, ovo je Riemannova integralna suma pa je integral jednak limesu Ri-
emannovih suma. Dakle, [ fdu, — [ fdu, f € C(R), pa u, — p.

(3) Svaka mjera u € M(R") je slabi limes nekog niza diskretnih mjera s
kona¢nim nosa¢em. Naime, neka je p € M(R") i f € C(R"). Tada po
definiciji integrala zakljucujemo da je

k

gdje su Ey,, € B(R") i ag, € R™ pogodno odabrani. Ako stavimo g, =
k
Y m—1 M Ekm)day,, onda py, — p.
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(4) Ako su pu,v € M(R") onda sa d(u,v) oznaé¢imo infimum svih € > 0
takvih da za svaki zatvoreni A C R" vrijedi

p(Ad) <v(A) +e, v(A) < p(A) +e

gdje je A. = {x € R™";d(z, A) < ¢}. Tada je d metrika na M(R™) i zovemo je
Prohorovljeva metrika na M (R™). Moze se dokazati da vrijedi:

(a) (M(R™),d) je potpun separabilan metricki prostor.

(b) pp — p ako i samo ako d(py, ) — 0.
(5) Niz vjerojatnostnih mjera (u,) na R™ konvergira slabo prema vjerojat-
nosti © na R™ ako i samo ako pripadne funkcije distribucije Fy(z) — F(x),
za svaki € R” u kojem je funkcija F' neprekidna.

(6) Neka su X, X}, slucajne varijable u R". Ako X} L X onda X; 2 X. Ako
je X =a s.s. onda vrijedi i obrat.
Naime, ako su u, i, pripadne distribucije i f € C(R") onda je

| [ fdpy = [ fdul = | [(f (X)dP|

]Wf-Xk = ( )| dP

w(fe) + 2[[fll P([ Xy = X[ = ¢)

gdje je w(f,e) = max{|f(z) — fW)]; |z —yll <e}iw(f,e) =0, zae—0.
(7) Neka su X, X}, slucajne varijable u R". Ako X} 2 X onda f(Xk) A f(X)

za svaku neprekidnu funkciju f : R® — R™.

TEOREM 5.52 (Teorem neprekidnosti)
Neka su p, p,, € M(R™), k > 1. Tada p, — p ako i samo ako [, — [
uniformno po kompaktima na R™.

Dokaz Bez dokaza.

NAPOMENA 5.53 Neka je (Xi) niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabla u R™,
(ay) niz u R™ i

<
<

Y:%(X1+ 4 Xi) — ay

Po tradiciji se svaka tvrdnja tipa " Y} L " zove zakon velikih bro jeva ili
preciznije slabi zakon velikih brojeva, dok se tvrdnja Y, — a s.s.” zove
jaki zakon velikih brojeva. Jedan od prvih vaznih teorema u vjerojatnosti
je Bernoullijev slabi zakon velikih brojeva, dokazan 1715. godine, koji tvrdi

slijedece: Ako je (€2, A, P) vjerojatnostni prostor, A € A i ako se eksperiment

ponavlja nezavisno n puta, pri ¢emu se A dogodi S5,, puta, onda %Sn 4 P(A).
Ovu tvrdnju je pojacao Borel 1909 godine ustvrdivsi da %Sn — P(A) s.s.
Ovo se od tada zove Borelov jaki zakon velikih brojeva. Do sada je dokazano
mnogo tvrdnja ovog tipa u R” te u Banachovim i Hilbertovim prostorima. Mi
smo ve¢ prije naveli neke tvrdnje ovog tipa, a navest ¢emo jos neke popularne.
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TEOREM 5.54 (Hincinov slabi zakon velikih brojeva)
Neka je (Xy) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabla u
R"™, sa distribucz’jom p, pri éemu g ima srednju vriednost a = [ xdp (x).

Tada—z X; 5 oa, k— .

Dokaz Po Korolaru 5.47 je i klase C! pa je mozemo razviti u Taylorov red
oko nule do linearnog ¢lana tj. i (z) = 1+ i(alz) + < (x), gdje je e (x)| <
¢||lz||?, za male ||z||. Budué da su X, nezavisne i jednako distribuirane
Fourierova transformacija od ¢ Z,’f:l X; je i(£)* pa imamo

() = (14 248 4 23k exp (i (alz)), k — oo

Sto po teoremu neprekidnosti povlaci %Zle X; D, a, pa primjenjujucéi 5.51,
(6) dobijemo tvrdnju.

TEOREM 5.55 (Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva)
Neka je (X,,) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabla u
R™. Tada niz %Zle X; konvergira s.s. ako 1 samo ako je Xi integrabilna 1

u tom slucaju %Zle X; - EX; s.s.
Dokaz Dokaz je dosta kompliciran pa ga ne navodimo.

KOROLAR 5.56 (Borelov jaki zakon velikih brojeva)
Ako je S,, binomijalna slucajna varyjabla v R s parametrima n i p onda
%Sn — P S.S.

Dokaz Neka je (X,,) niz nezavisnih Bernoullijevih slucajnih varijabla u R
takvih da je EX,, = p, za svakin > 1. Tada je S,, = X;+- - -+ X,, binomijalna
slucajna varijabla u R s parametrima n i p pa tvrdnja slijedi iz prethodnog
teorema.

PRIMJERI 5.57

Koristeci zakone velikih brojeva mozemo dokazati i neke neobicne tvrdnje

iz analize npr. izracunati neke komplicirane limese.
(1) Neka je f:[0,1] — R neprekidna funkcija. Tada je

OH)—‘

1
lim /-
0

fREEE ) day - dwy = f(3)

Ovo je tesko dokazati izravno pa ¢emo koristiti Kolmogorovljev jaki zakon
velikih brojeva. Neka je (X,,) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih
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varijabla u R s distribucijom I, gdje je p uniformna mjera na [0, 1]. Tada po
prethodnom teoremu +(X; + -+ + X,,) — 3 s.s. Ako stavimo

Yo=f(Xu+ -+ X))

onda po teoremu o dominiranoj konvergenciji EY,, — Ef (%) =f (%), a to je
upravo nasa tvrdnja.
(2) Neka je f:[0,00) — R neprekidna funkcija, « > —1, § > —1. Tada je

lim f(j;fjjzg)dxl )

o%b—*
O%»—l

Xpt X g
XP 4w xy oM

Ovo se dokazuje kao (1), pri ¢emu sada S.S.

(3) Ako je f € C(R) onda je

lim [ [ B () - da(a) = f(zts)

gdje je p vierojatnost na R sa srednjom vrijednosti a i disperzijom o2, o > 0.
Naime, neka je (X,,) niz nezavisnih, jednako distribuiranih sluc¢ajnih va-
rijabla u R s distribucijom piY, = (X + -+ X,,)/(X? + --- + X?). Tada

X144+ X,) — EXi=a s.s.,
(XP+- -+ X2 — EX?=d’+0? ss.

SI— 3|~

pa Y, — 5 s.5.,aonda Ef(Y,) — f(aziaz).

(4) (Monte Carlo metoda u numerici) Neka je f :[0,1] — [0, 1] nepre-
kidna funkcija. Tada se f o f () dr moze numericki izracunati po sljedecoj
metodi: uzmemo niz (X7, Y7, Xg, Y5, ...) nezavisnih sluc¢ajnih varijabla uni-
formno distribuiiranih na [0, 1] i definiramo novi niz (Z,,) sa: Z, = 1, ako je
f(Xn) > Y, Z,=0,ako je f(X,) <Y,, neN. Tada je (Z,) niz nezavisnih
jednako distribuiranih Bernoullijevih varijabla. Nadalje

1 f(z) 1
EZ, = P(f (X)) > Y1) = [( [ dy)de = [ ] (x) da
0 0 0
Sada zakljucujemo da % (Zy + - fo x)dx s.s. Dakle, da bismo

numericki izracunali ovaj integral trebamo generlratl slucajne brojeve X,,, Y,
n € N, iz [0, 1], pa je integral priblizno jednak % (Z1+ -+ Z,), za velike
n € N. Ovu metodu izracunavanja integrala generiranjem slucajnih brojeva
iz [0, 1] zovemo Monte Carlo metoda.
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(5) Neka je X slucajni uzorak duljine n iz populacije sa svojstvom g, pri ¢emu
p ima funkciju distribucije F. Za A € B (R) definiramo sluc¢ajnu varijablu
M, (A) sa

M, (A) = L(xa(X1) + -+ xa(Xn) = %(X(XleA) + ot X(xen))

Tada je EM, (A) = u(A), n € N, i slucajna varijabla nM,, (A) ima bino-
mijalnu distribuciju s parametrima n i p = p(A) pa po Borelovom jakom
zakonu M, (A) — u(A) s.s.

Funkcija M, se zove empirijska distribucija od X i piSemo

M, =

3=

(0x, +---+0x,)

Ona je primjer tzv. sluc¢ajne mjere tj. o-aditivne funkcije definirane na
B(R) s vrijednostima u L (€2, P). Kazemo da je p srednja vrijednost od M,,.
Ako je F,(x) = M,((—o0,z]), x € R, onda se F,, zove empirijska funkcija
distribucije od X. Za nju vrijedi F,,(x) = @, gdje je 7(x) = [{i; X; < z}|.
Nadalje, po Borelovom jakom zakonu F,,(x) — F(z) s.s., v € R. Tvrdnja se
moze pojacati: F,(xr) — F(x) s.s., uniformno po = € R tj.

sup | Fp(x) — F(z)| = 0 s.s.

zeR
Ova pojacana tvrdnja se zove fundamentalni teorem statistike. Dokaz
nije kompliciran, ali ga mi ipak ne navodimo.
(6) Neka je (X,,) niz nezavisnih slucajnih varijabla u R takav da je

P(Xy,=1)=p,, P(X,=0)=1-p,, n€N

Tada X, £ 0 ako i samo ako p, — 0, dok X,, — 0 s.s. ako i samo ako
vrijedi > p, < 00.

(7) Neka je (X,,) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabla u
R s distribucijom g = $(6_1 4 6;). Tada se (X,,) zove Rademacherov niz.
Ako je (X,) Rademacherov niz i (a,) niz u R onda > a, X, konvergira s.s.
ako i samo ako Y a? < oo, $to slijedi iz teorema neprekidnosti.

(8) Neka je (X,,) niz nezavisnih standardnih Gaussovih slucajnih varijabla u
R. Tada se (X,) zove Gaussov niz. Ako je (X,,) Gaussov niz i (a,) niz u
R onda Y a,X, konvergira s.s. ako i samo ako Y a2 < co. U tom slucaju
je Y a, X, = X Gaussova i EX = 0, DX = > a2, sto slijedi iz teorema
neprekidnosti.

(9) Neka su X1, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable
ulR, m <n, ¢: R”™ — R izmjeriva funkcija i

U=(")" 2% (X, -, Xs)

1<iy <-<im<n
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Tada se U, zove U-statistika slu¢ajnog uzorka X s jezgrom ¢. Primjeri
U-statistika su slijedeci:

(a) Uy :l(XlJr---Jan):Y, o(r)=2,m=1

(b) U, :%;( X)2=5%(X), ¢(x1,m5) =3 (21— 12)", m =2
() Un=(5) 1§<Z<:H|X X, ¢(z1,22) = |21 — 22|, m =2

Neke tvrdnje ovog poglavlja se mogu poopciti na U-statistike npr. ako je
m=21E|¢ (X1 Xs)| < ocoonda U, — E¢ (X1, Xs) s.s., §to je tvrdnja tipa
Kolmogorovljeva zakona.

(10) Kako konstruirati Gaussove slu¢ajne uzorke i njihove statistike?
Razmotrimo vjerojatnostni prostor (R™, B (R™),~,,), gdje je 7, standardna
Gaussova mjera na R"™. Tada je identiteta x — x na R", standardni Ga-
ussov slucajni uzorak duljine n, zbog

(R*, B(R"),7,) = (R, B(R),7,)"

Prema tome, svaka izmjeriva funkcija f : R" — R je statistika standard-
nog Gaussovog uzorka! Nama su najzanimljivije one statistike koje
imaju disperziju tj. f € L, (7,,). Navedimo neke primjere:

(a) Neka je w e Ny i H,, (x) = H,, (1) --- Hy, (x,), gdje je

Hy(t) = [ (t +i5)" dv, (s)

Hermiteov polinom. Tada je H, polinom od n varijabla i H, € Ls(v,).
Bududi da je

(Hy,|Hy) =0, w#n; (Hy|H,)=w!
zakljucujemo da je {H,;w € Nj} ortogonalni skup u Ls (,,) . On je takoder
i ortogonalna baza.
(b) Ako je H,, (,,) podprostor od Ly (,,) generiran svom polinomima H,, za
koje vrijedi |w| = m onda je

dim H,,(v,) = ("""

m

i Ly (7,,) je ortogonalna suma potprostora H,, (v,,) tj.

Ly (v,) = > Hm (7,)

m>0

sto znaci da se svaki f € Ly (7y,,) moze zapisati, na jedinstven nacin, u obliku

= mea gdje je fm € Hpy (/Vn) , te je

m>0
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(c¢) Ako je a € R" i a* (z) = (a|z) onda je a* € Ly (,,) 1 (a*|b*) = (ald).
(d) Ako je je hy, (x) = 2* = :1;‘1”1 -+ x¥ onda je

n

= 3 5a“h

|w|=Fk
(e) Ako je £ (a) = expla* — 5 (a|a)] onda je £ (a) € Ly (v,) i
(€ (a)|€ (D)) = exp (alD)
(6) € ()€ (b) = € (a + D) exp (alt), a,b € R"
(g) Vrijedi formula
$la)=2, it (a7)

gdje je H,, (a*) Hermiteov polinom t;j.

Hy, (a") (x) = Hin ((alz)) = [ ((alz) + i (aly))™ dvy, ()
(h) Za svaki m > 1 je H,, (a*)EH (7v,) 1

Hy(a%) = 30 ZaH

|w[=m

(i) (H (@) [Hyp (07)) = m!(alb)™, a,b € R™.
(j) Za svaki a € R™ vrijedi

§(a) = Zw,a

(11) Neka je Q© = [0, 1], P uniformna mjera na [0,1] i &, : [0,1] — R,
en (t) = signsin (2"7t), n € N

Tada je (g,) Rademacherov niz. Ako je Y. a2 < coi f = a,&, onda je
Fourierova transformacija slucajne varijable f dana sa

pp(t) =Eexp(itf) = I ¢., (ant) = [] cosant

n>1 n>1

Specijalno, za «, = 27" imamo

[] cos & =

n>1

pa vidimo da f = > 27 "¢, ima uniformnu distribuciju na [—1, 1].

(12) Rademacherov niz (g,) je ortonormiran u Ls ([0, 1]), ali ne ¢ini bazu.
Sada definiramo Walshov niz (w,,) sa: w, = &,,&, - -&,,, gdje sury, ..., g
definirani sa

2n=2" 4224 2" > o> >0

Tada su w, i w,, nezavisne, za n # m. Nadalje, {1, wy, ws, ...} je ortonormi-
rana baza u Lo ([0, 1]). Walshov niz se koristi u teoriji kodiranja. On nije
niz nezavisnih slucajnih varijabla, iako su svake dvije od njih nezavisne!
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5.6 Centralni granic¢ni teorem

TEOREM 5.58 (Lévyjev centralni grani¢ni teorem)

Neka je (Xy) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucagnih varijabla u
R™ sa distribucijom p, pri cemu p 1ma srednju vrijednost a v disperziju A.
Tada

L(Xy+ -+ Xp — ka) 2 X
gdje je X opcéa Gaussova slucajna varyjabla u R™ sa srednjom vrijednosti 0 i
disperzijom A.

Dokaz Buduéi da je fi klase C? moZemo je razviti u Taylorov red oko nule
do kvadratnog ¢lana pa dobijemo

fi(e) =1+i(ale) = 5 (Azlz) +e(2), |e(2)] < ez’
Fourierova transformacija od T(Z@ | Xi — ka) je dana sa
(1-

(=) exp(— i (ale))]* = (1 — & (Aele) + gm)" — exp(—1 (Ax]a))

Sto po teoremu neprekidnosti povlaci nasu tvrdnju.

KOROLAR 5.59 Neka vrijede uvjeti prethodnog teorema. Ako je A requ-
larna matrica onda

_ D
FATVX 4 Xy — ka) S X
gdje je X standardna Gaussova slucajna varijabla u R™.

KOROLAR 5.60 (De Moivre-Laplace)
Neka je Sy binomijalna slucajna varijabla v R s parametrima p @ k, pri
cemu je 0 < p < 1. Tada

D
gy (5 = kp) = X

gdje je X standardna Gaussova slucajna varijabla u R.
Dokaz Neka su X, k& > 1, nezavisne Bernoulhjeve slucajne varijable u R,

EXy = p, DXy = p(1 —p). Tada je Sy = Z X; binomijalna s parametrima
p ik pa tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara

KOROLAR 5.61 Neka je S, x?-slucajna varijabla v R s k stupnjeva slo-
bode 1 X standardna Gaussova slucajna varijabla u R. Tada

(S —k) 2 X
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Dokaz Neka su X, k > 1, nezavisne y2-slucajne varijable u R sa jednim
stupnjem slobode. Tada je EX, = 1, DX, = 2, i vrijedi S = Zle X; pa
tvrdnja slijedi iz 5.59

TEOREM 5.62 (Poisson)
Neka je Xi, k > 1, binomijalna slucajna varyabla v R sa parametrima

k 1 pr, pri cemu je limkp, = X > 0. Tada X} RA X, gdje je X Poissonova
slucajna varijabla v R sa parametrom .

Dokaz ¢y, (t) = (1 — px + pre®)? = (1 4+ 2= (e — 1))k — exp(A(e* — 1)) pa
tvrdnja slijedi po teoremu neprekidnosti.

PRIMJERI 5.63 (Brownovo gibanje)

(1) Neka je I = [0, 1], p uniformna mjera na I i Ly (I) = Ly (I, 1) . Uvedimo
slijedece oznake:

(a) o, = m, n>1

(b) ey (t) = v/2sin(n — —)mf en (t) = V2cos(n — H)wt, n>1

() Vi Lo (I) = Ly (I), Vf () = [y f (s)ds
Tada se operator V' se zove operator neodredenog integrala na L, (/) i
vrijede sljedece tvrdnje:

()Zan_ﬁ

(e) ( n) (e_) su ortnormirane baze od Ly (1)

(f) f . [ (s) ds je adjungirani operator od V/
(2) Vrljede sljedece tvrdnJe.

(a) VV*f ( f(l)min(t s) f(s)ds

(b) V¥V f (¢ fo (1 —max(t,s))f (s)ds

(c) min (¢, 3) > anen (s) e, (t)

(d) 1 —max(t,s) = aney, (8) en (1)
pri ¢emu ova dva reda konvergiraju uniformno na I x I.

(e) Ako je f € Ly (I) onda je
=2 (flen)en = 2. (flen) en
pri ¢emu redovi konvergiraju u Ly (I). Specijalno je

=Y Vage, (t)e,, tel

(3) Neka je (X,) Gaussov niz u Ly (€2, P) tj. niz nezavisnih standardnih
Gaussovih slucajnih varijabla i J : Ly (1) — Lo (€2, P) operator definiran sa

J(f) = 2 (flen) X
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Tada je J injektivan i neprekidan linearni operator i vrijedi:

(a) EJ (f) = 0, DJ (f) = (I)

(b) E[J (f) 7 (9)] = (flg), f.9 € L2 (D)
(4) Ako jet € 11 Xy = J(xpoy) onda je Xy = ) /ane, (t) X, 1 vrijede
sljedece tvrnje:

(a) EX; =0,DX, =t

(b) ]EXt = min (¢, s)

(c) fo Xtdt JV*f), fe La(I)

(d) fOdet Sa, X2 e L (Q,P)

() 1X: = Xll; = D(Xe — Xo) = [t — o

(f) Ako je 0 < t; <ty < t3 <1 onda je (X;, — Xy, | Xy, — Xy,) = 0 Sto
geometrijski znaci da su tetive krivulje ¢t — X, definirane s ove tri tocke,
okomite! Krivulju s ovim svojstvom zovemo Wienerova spirala.

Zamijetimo da je t — x|, Wienerova spirala u Ly (1), a t — X; Wiene-
rova spirala u Ls (£2, P) . Lako je provjeriti da Wienerove spirale ne postoje u
euklidskim prostorima, nego samo u beskonac¢no dimenzionalnim unitarnim
prostorima.
(5) Krivulja ¢t — X; nema derivacije niti u jednoj tocki ¢t € I. Naime, limes
od (X; — Xs)/(t — s), kad t — s, u Ly (€2, P) ne postoji niti u jednoj tocki

zbog
| Xt Xs _1/2

t—s

o = |t — 5 — 00, t—s

(6) Krivulja t — X, se zove Brownovo gibanje ili Wienerov proces.
Nadalje, X; je Gaussova slucajna varijabla u R, EX; =01 DX, = ¢.
Brownovo gibanje ima nezavisne priraste tj. ako je

O§t1<t2<---<tn§1,n22

onda su slucajne varijable X, , Xy, — Xy,,..., X3, — X}, _, nezavisne. Naime,

one su nekorelirane po (4) pa su onda i nezavisne buduci da su Gaussove.
Budud¢i da je Xy = 0 kazemo da Brownovo gibanje ¢t — X, starta iz 0.

Ako je a € Ly (I) onda se krivulja t — Y; = a + X; takoder zove Brownovo

gibanje. Za njega kazemo da starta iz a.

(7) Definiramo slucajnu varijablu X :  — Ly (1) formulom

X(w)=>Va,Xp(w)e,, we

Tada se distribucija w = Px = P o X1 slucajne varijable X = > Vo Xpen
zove Wienerova mjera na L (I). Za nju vrijedi:

a) [xdw(xz) =0

(b) [(a]z)(b|x)dw(z) = (Dalb), a,b € Ly (I), gdje je D = VV*

c) J expli(alz)]dw(z) = exp(—3(Dala)), a € Lz (I)
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Naime, po teoremu o zamjeni varijable je

[zdw(z) =EX =3 a,EX,e, =0

Takoder po teoremu o zamjeni varijable dobijemo

J(alz)(blz)dw(z) = E(a|X)(b]X)
= Z Z @(a|6n)M(b|em)EXnXm
= > an(ale,)(blen) = (Dalb)

dok se (c¢) dokazuje analogno.

Wienerova mjera je primjer Borelove mjere na Hilbertovom prostoru Lo (1) .
Kazemo da ona ima srednju vrijednost 0. Operator D se zove disperzija
Wienerove mjere, a funkcija w : Ly (I) — C,

w(a) = [ expli(a|r)]dw(z) = exp(—3(Dala))

se zove Fourierova transformacija Wienerove mjere.

(8) Uredena trojka (Lo (1), B(Ls (1)), w) je vjerojatnostni prostor. Ako je
a € Lo(I)1Y : Ly(I) — R, Y(z) = (a]z), onda je Y Gaussova slucajna
varijabla u R sa srednjom vrijednosti EY = 0 i disperzijom

DY =" a,(ale,)? = (Dala)
Specijalno, za svaki n > 1 vrijedi
EY? = [(a|lz)**dw(z) = (2n — 1)!! - (Dala)"
(9) Akosu ay,...,a, € Lo (1) 1Y : Ly (I) = R™, Y(x) = > (a;]z)e;, onda je

Y opcéa Gaussova slucajna varijabla u R" sa srednjom vrijednosti EY = 0 i
disperzijom DY = [(Da;|a;)] € gl,(R).



