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Uvod

Pocetci statistike (ako ne ra¢unamo statisticke preglede podataka o broju um-
rlih, rodenih, zarazenih od neke bolesti, a koji se vode unatrag nekoliko stolje¢a) su
usko vezani uz pocetke Teorije vjerojatnosti, a mozemo ih pratiti od pojave hazard-
nih igara sredinom 17.st. Pojam vjerojatnosti se od pocetaka vezivao uz intuitivno
bliskiji pojam relativne frekvencije. Unato¢ nepostojanju odgovarajucega matem-
atickog modela i neuspjesnih pokusaja uvodenja aksioma, “naivnim pristupom”
postignuti su znacajni rezultati povezani s imenima Pascala, Fermata, Bernoullija
i Laplacea. A.N. Kolmogorov 1933. uvodi opce prihvatenu aksiomatiku u teoriju
vjerojatnosti koja adekvatno reprezentira nasu prirodnu predodzbu o vjerojat-
nosti nekoga dogadaja kao broju kojemu konvergiraju relativne frekvencije toga
dogadaja kad se broj pokusa neograni¢eno (beskona¢no) ponavlja. Statistika je
grana primijenjene matematike koja se pocelo masovno primjenjivati u razli¢itim
prirodnim i drustvenim znanostima tek pocetkom 2. svjetskog rata. Danas je sta-
tistika postala dio opteg obrazovanja jer je covjek izlozen situacijama u kojima mu
je potrebno poznavanje nekih osnovnih statistickih pojmova i statistickog nacina
razmisljanja i to zbog pracenja strucne literature i medija, zbog deskripcije i analize
podataka prikupljenih nekim istrazivanjem, zakljucivanja iz konkretnog slucaja na
op¢i zakon, zbog planiranja istrazivanja i eksperimenta, kao i zbog mnogih drugih
zahtjeva kako svakodnevnog zivota tako i gotovo svih zanimanja danasnjice.

Ovaj nastavni materijal je namijenjen prvenstveno studentima informatike Pri-
rodoslovno-matematickog fakultetu u Splitu ali, isto tako, i studentima svih studi-
jskih programa kojima je potrebna primijenjena statistika. Upravo zbog toga se

u tekstu ne koristi prejaki matematicki aparat kojim se inace sluzi Teorija vjero-
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UVOD A

jatnosti i statistike i koji je objektivno razumljiv samo profesionalnim matem-
aticarima, vec je upotrebljen matematicki jezik primjereniji studentima nematem-
atickih studija koji imaju solidno predznanje iz elementarne matematike. Cijeli
materijal je potkrijepljen s mnogo primjera iz struke i svakodnevnog zivota putem
kojih se ilustriraju prethodno teoretski razradene statisticke metode i zorno se
prikazuje njihova primjena. Iako u tekstu nema strogih matematickih dokaza,
obrada pojedinih statistickih metoda nije svedena na obi¢no posluzivanje recepata
i uputa za pojedine statisticke postupke.

Tekst se sastoji od 6 poglavlja. U prvom poglavlju se obraduje deskriptivna
statistika i to zbog cjelovitosti ovoga nastavnog teksta kao i zbog onih studenata
koji nisu tijekom obrazovanja slusali neki uvodni statisticki kolegij. Drugo i trece
poglavlje se odnose na vjerojatnost i slucajnu varijablu. Kod ovih poglavlja se
pazilo da i oni ¢itatelji koji nisu upoznati s osnovnim kombinatornim metodama
kao i znac¢enjem i tehnikom integriranja mogu s lako¢om pratiti navedene teme. U
cetvrtom poglavlju se obraduje dvodimenzionalna slu¢ajna varijabla, te pojmovi
korelacije i neovisnosti sluc¢ajnih varijabli. U petom i Sestom poglavlju se obraduju
osnovne teme iz inferencijalne statistike koje se odnose na statisticku obradu uzo-
raka uzetih iz promatrane populacije. U ovim poglavljima su detaljno obradeni
intervali oc¢ekivanja kao i najosnovniji testovi za testiranje hipoteza.

Napomenimo da je u vec¢ini numerickih postupaka koristen znak jednakosti,
iako su numericke vrijednosti uglavnom zaokruzene na 2 ili vise decimala. Ipak,
znak ~, kojim oznacujemo pribliznu vrijednost, je koristen kad god se zeljela na-
glasiti razlika izmedu aproksimacije i prave vrijednosti.

Cijeli tekst moze dati dobru osnovu za detaljnije proucavanje i razumijevanje
ostalih statistickih tema koje se mogu pronaci u prilozenoj literaturi, kao i dovoljno

predznanje za neka pocetna samostalna statisticka istrazivanja.



Poglavlje 1

Deskriptivna statistika

1.1 Populacije i varijable

Statisticki skup ili populacija je svaki skup ¢iji su elementi jedinice kojima
mjerimo (ispitujemo) jedno ili vise obiljezja (svojstava). Kardinalni broj (broj
elemenata) populacije nazivamo opsegom. Populacija moze imati konacan ili
beskonacan opseg. Ako je svakom elementu populacije S pridruzeno jedno obil-
jezje iz skupa obiljezja O, onda je definirana jedna funkcija X : S — O koju
nazivamo statistickom varijablom. Koji put se i skup X (S) € O svih obil-
jezja elemenata statistickog skupa naziva populacija. Skup X () ¢emo nazivati
skupom obiljezja populacije. Svaki podskup populacije nazivamo uzorkom.
Statisticke varijable dijelimo na numericke i kvalitativne. Kvalitativne varijable
su: nominalne i ordinalne.

Nominalna varijabla pridruzuje svakom ¢lanu populacije neki atribut. Izmedu
takvih atributa nema uredaja (redoslijeda), ¢ak ni u slu¢aju kada su atributi bro-
jcani, jer sluze kao brojcani identifikatori. Primjerice, svima onima koji odgovore
na referendumsko pitanje sa "DA" pridruzimo broj 1, u protivhom broj 0. S
takvim brojevima nema smisla raditi racunske operacije.

Ordinalna varijabla pridruzuje ¢lanovima populacije simbol ili broj prema in-
tezitetu mjernog svojstva pri ¢emu je odreden njihov redoslijed prema stupnju

inteziteta. Primjerice, varijabla koja studentima nekog fakulteta pridruzuje oc-
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jenu iz nekog kolegija je ordinalna.

Numericke varijable dijelimo na: intervalne i omjerne.

Intervalna varijabla pridruzuje svakom ¢clanu populacije realan broj, sukladno in-
tezitetu mjernog svojstva, pri ¢emu uredaj brojeva definira i redoslijed obiljezja, te
je definirana mjerna jedinica i dogovorna nula. Primjerice, varijabla koja svakom
danu pridruzuje temperaturu zraka u isto vrijeme na istom mjestu je intervalna, a
temperatura od 0 ne znaci da temperature nema.

Omjerna varijabla je numericka varijabla koja ima iste karakteristike kao i in-
tervalna samo §to nula nije dogovorno utvrdena, ve¢ znaci nepostojanje svojstva
na promatranom elementu. Primjerice, varijabla koja mjeri visinu neke ljudske
populacije je omjerna. Kod omjerne ima smisla upotrebljavati omjere vrijednosti
(npr. duplo veca visina) za razliku od intervalne varijable (temperatura od —2°
nije duplo ve¢a od temperature —1°).

Ako numericka varijabla moze poprimiti najvise kona¢no ili prebrojivo ele-
menata tj. ako elemenata skupa X (S) ima najvise koliko i elemenata skupa N
nazivamo ju diskretnom. Ako varijabla X poprima sve vrijednosti iz nekog in-
tervala (a,b) C R, tj. ako je (a,b) C X (5), za neke a,b € R, a < b, varijablu

nazivamo kontinuiranom.

Primjer 1.1 Broj svih pravnih osoba u Republici Hrvatskoj na dan 31.03.2001. je
bio 189576. Ako svakoj pravnoj osobi ispitujemo broj zaposlenika na taj dan defini-
rali smo jednu diskretnu numericku omjernu varijablu X : S — N, gdje je popu-
lacija S konacan skup svih pravnih osoba na odredeni dan. Ako svakoj pravnoj osobi
ispitujemo najmangu isplacenu placu za taj mjesec definirali smo drugu diskretnu
numericku omjernu varijablu X' : S — R. Ako pak svakoj pravnoj osobi pridruZimo
njezino sjediste, definiramo jednu kvalitativnu nominalnu varijablu, dok bi mjesta

na rang listi HGK-e po godisnjoj bilanci definirala jednu ordinalnu varijablu.

Vise razlicitih varijabli koje djeluju na istoj populaciji mozemo promatrati kao
jednu wvisedimenzionalnu varijablu koju je najprikladnije prikazati matricno. Na

primjer, ako je X = (X1,..., X)), gdje su X;, i = 1,...,k, statisticke varijable
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definirane na istoj populaciji S, onda se odgovaraju¢a matrica

X1 (S) Xao(S) -+ X5 (9)
! ! !
a1 Q12 s | A1k
a1 Q2 ik

sastoji od vrijednosti a;; koje predstavljaju vrijednosti j-te varijable X; u i-tom
populacijskom ¢lanu.

Podaci o gradanima koje popisiva¢ stanovnistva uzima predstavljaju jednu vised-
imenzionalnu varijablu (spol, dob, mjesto rodenja, broj clanova kucanstva...).

Beskonaé¢na populacija je na neki nacin teorijska tvorevina. Populacija ¢e biti
beskonacna ako je statisticki skup hipotetski skup i vezan je nekim stohastickim
procesom. U tom slucaju su elementi populacije neki sluc¢ajni pokusi, eksperimenti
koji se beskona¢no puta nastavljaju, a numericka varijabla biljezi njihove ishode.
Ishodi tih slucajnih procesa se ravnaju po zakonima vjerojatnosti, odnosno nisu
unaprijed poznati. Navedimo neke primjere beskonac¢nih populacija i odgovara-
jucih varijabli.

Bacanje novcica je pokus koji se moze ponavljati beskona¢no puta. Takav
hipotetski skup kojega tvore svi moguci pokusi bacanja novcica je beskona¢na pop-
ulacija, a nominalna varijabla koja ishodu glava pridruzi 1, a pismo 0 je diskretna.

Ispitivanje broja kvarova mobitela nekog proizvodaca u jamstvenom roku je
jedna diskretna numericka varijabla definirana na hipotetskoj i beskona&noj popu-
laciji svih mobitela koji su proizvedeni i koji ¢e se tek proizvesti u buduc¢nosti u
neprekidnoj proizvodnji (iako ih u realnom svijetu uvijek ima samo kona¢no) koja
svakom mobitelu pripisuje broj kvarova 0, 1,2, ... u jamstvenom roku.

Visina svih ljudi je jedna kontinuirana varijabla definirana na populaciji svih
ljudi koji su se rodili ili koji ¢e se roditi u neprekidnosti postojanja ¢ovjecanstva.

Temperatura zraka na nekom mjestu unutar 24 sata je kontinuirana varijabla
koja mjeri temperaturu u svakom djeli¢u vremena (iako se u stvarnosti temperatura

registrira samo nekoliko puta na dan).
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Vrijeme potrebno za opsluzivanje neke stranke na jednom Salteru odredene
banke za vrijeme smjene odredene djelatnice je jedna kontinuirana varijabla. Po-
pulacija je hipotetski beskonacan skup koji se sastoji od svih stranki koje su se
pojavile i koje ¢e se pojaviti na tom Salteru u kontinuitetu, a varijabla biljezi
vrijeme opsluzivanja jedne stranke.

Primijetimo da varijabla moze biti kontinuirana samo ako je populacija beskon-
acna.

Osobitosti populacija i numerickih varijabli zadanih na njima se iskazuju ra-
zlicitim brojcanim velicinama koje nazivamo parametrima. Parametar ovisi o
svim vrijednostima varijable X tj. o svim elementima s € S populacije i njihovim
obiljezjima X (s). Ako se parametar ra¢una samo na uzorku S, C S populacije
onda tu vrijednost dobivenu temeljem vrijednosti varijable X|g, samo na uzorku Sy
nazivamo procjenom parametra, a analiticki izraz tj. formulu kojom je izrazena
funkcijska veza izmedu uzorka i vrijednosti varijable X na njemu nazivamo pro-
cjeniteljem.

Zadaca deskriptivne statistike je uredivanje, grupiranje, tabeliranje, graficko
prikazivanje dostupnih podataka i izracunavanje parametara varijabli zadanih na
matra priroda procesa koji generira te podatke, a dobiveni parametri i zakljucci o
obiljezjima se ne poopcavaju, vet se odnose iskljuc¢ivo na dani empirijski materijal.

Zadaca inferencijalne statistike je donoSenje zakljucaka o parametrima var-
ijabli koje su zadane na beskona¢noj populaciji ili su zadane na kona¢nom ali pre-
velikom skupu tako da nisu poznate sve vrijednosti varijable tj. obiljezja svakog
elementa populacije. U oba slucaja zakljucci o cijeloj populaciji s odgovarajutom
varijablom se donose temeljem dostupnih podataka na uzorku i oni predstavljaju

procjenu parametra s odredenom vjerojatnoscu.

1.1.1 Frekvencija i proporcija

Neka je S = {si,..., sy} konaéna populacija opsega N i X : S — O varijabla.
Neka je skup obiljezja populacije (vrijednosti varijable) X (S) = {1, xs, ..., 2%} .

Oznac¢imo sa y; = X (s;), ¢ = 1,..., N, vrijednosti ¢lanova populacije. O¢cito je
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yi € {z1,%2, ...,z }, 1 = 1,..., N, a neki razli¢iti elementi populacije s; # s; mogu
imati iste vrijednosti, ¥, = y;, odnosno mogu imati isto obiljezje. Budu¢i da u
statistici nisu bitni pojedinacni ¢lanovi populacije ve¢ samo ukupan broj popu-
lacijskih elemenata s istim obiljezjem to se numericka statisticka varijabla cesto
zadaje konacnim nizom svojih vrijednosti ¥, ..., yny koji nazivamo statistickim

nizom.

Definicija 1.2 Broj elemenata skupa X' (x;), i = 1,....k, odnosno broj svih

¢lanova populacije koji imaju isto obiljezje x; nazivamo frekvencijom obiljeZja

x; 1 oznacujemo sa f;, a broj p; = fﬁ nazivamo njegovom relativnom frekvenci-

jom ili proporcijom.

k k

Ocito vrijedi N=>"f;, 1 Y pi=1p=-".
i=1 i=1 .

Primjerice, ako osobe s, Ss, ..., 519 tvore neku promatranu populaciju i imaju re-

dom 20, 18,18, 30, 25, 20, 20, 18, 25,20 godina, onda obiljezja (godine) 18,20, 25 i

30 imaju redom frekvencije 3,4, 2, 1.

Primjer 1.3

Osoba Boja

o) ocijuX(0)

A Plava Boja o€iju Frekvencija
B Crna Plava 4
C Zelena Siva 3
D Plava Smeda 2
E S Crna 1
= Siva Zelena 1
G Plava 1

H Smeda 3

| Siva 2

J Plava RIREE B

K Smeda " Plava Smeda  Zelena

Definicija 1.4 Funkciju koja svakom obiljezju x; pridruiuje odgovarajutu (rel-
ativnu) frekvenciju f; (pi), i = 1,...,k, nazivamo funkcijom distribucije ili

razdiobe (relativne) frekvencije varijable, a skup tocaka {(x;, f;),i=1,....,k}
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{(xi,p;) i =1, ..., k}) nazivamo grafom te distribucije. Spajanjem tocaka grafa

dobivamo poligon distribucije varijable.

Ako po nekom kriteriju poredamo obiljezja (numericka obiljezja poredamo po
uredaju <, a nenumericka najcesée po uredaju izmedu njihovih frekvencija), tj.
elemente statistickog niza, dobivamo grupirani statisticki niz. Tada uz niz
frekvencija f1, ..., fx, od odgovarajucih medusobno razli¢itih elemenata toga niza
definiramo i kumulativni niz F(z,) = fi, F(22) = fi + fo, ..., F (1) =
fit ot fis Fzg) = fit o+ fu=N.

1.1.2 Uredivanje kvalitativnih podataka

Kvalitativni podaci, tj. vrijednosti kvalitativne varijable zadane na kona¢noj pop-

ulaciji, se prikazuju graficki ili tabli¢no.

Kvalitativni
podaci
Tabliéno
prikazivanje
podataka

Graficko
prikazivanje
podataka

I 1 ]
bl Al bl hl
Stgii?: Strukturni Paretov Distribucija
er krug grafikon frekvencija

-----

cija.

PRIMJER: BOLNICKI PACIJENTI PO ODJELIMA

Kardiologija 1052 0.1192 =11.92%
Hitna 2245 0.2545 = 24.45%
Intenzivna njega 340 0.0385 = 3.85%
Porodajni odjel 552 0.0625 = 6.25%

Kirurgija 4630 0.525 =52.50%
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Prethodnom tablicom je zadana distribucija frekvencija nominalne varijable koja
djeluje na populaciji pacijenata koji leze u bolnici tako da svakom pacijentu pridruzi
ime odjela na kojem lezi.

Graficki se kvalitativna varijabla najceste zadaje pomocu stupcanog grafikona

PRIMJER STUPCANOG GRAFIKONA

5000
4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500

1000 - I
500
0_] ‘ =m N

Kardiologija Hitna Intenzivna  Porodajni Kirurgija
njega odjel

ili strukturnog kruga. Pripadni kut kruznog isjecka u strukturnom krugu koji

odgovara frekvenciji f; iznosi £360°.

PRIMJER — STRUKTURNI KRUG

Bolnicki pacijenti po odjelima

® Kardiologija

¥ Hitna

m Intenzivna njega
Porodajni odjel
Kirurgija

Paretov dijagram prikazuje istovremeno i frekvencije (poredane od vete prema

manjoj) i kumulativne frekvencije, iz ¢ega se lakse uocava ako manji broj obiljezja
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(u ovom slucaju kvarova) daje veé¢i dio ukupne distribucije.

Paretov grafikon distribucije kvarova

160 £ e 100
E - O 1
140 - .
E g J 80
120F e
E s
E /:( 60 ¢
E / s
E e H
s g / J40
60 F bab gl
E 48
0k | | 5 P
20 3 ‘ | i ! L ges . & 1
of a il | L Ui 2l
Kontakt Blokada Blokada Gubitak Kontakt Kabe! Ostali

tipke tipke tipkovnice kapice razmaknice tipkovnice kvarovi
tipke

Varijabla: vrsta kvara :
[ frekvencije =—=0—- kumulativni postotak

Za prikazivanje visedimenzionalne kvalitativne varijable najprikladnija je kombini-

rana tablica.

RegijaA 5 1 15
RegijaB 7 0 17
RegijaC 2 4 2 12
Ukupno 14 16 11 3 44

Prethodnom tablicom je zadana distribucija frekvencija dvodimenzionalne nomi-
nalne varijable koja djeluje na populaciji svih hotela tako da svakom hotelu pridruzi
broj zvjezdica kojima je kategoriziran i &ifru regije u kojoj se nalazi. Svaku od tih
varijabli mozemo promatrati i zasebno. Nadalje, ova tablica prikazuje i distribu-
ciju frekvencija induciranih nominalnih varijabli zadanih na suzenim populacijama

(hoteli samo odredene regije ili samo odredene kategorizacije).

1.1.3 Uredivanje numerickih podataka

Numericka varijabla zadana na konacnoj populaciji se zadaje u obliku grupiranih

ili negrupiranih podataka.
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Numeritka
varijabla

I—Iﬁ

NEGRUPIRANT
$_L dijagram

GRUPIRANT PODACT
Distribucije frekvencija :
Kumulativni mizovi Dijagram tofaka

Box and Whisker Plot- BP

Histogram Kumulanta
Poligon frekvencija

U donjoj tablici su prikazani neki nacini zadavanja numericke varijable u obliku

negrupiranih podataka.

STEAM AND LEAF PLOT
S-L
ZADAN JE NIZ DULJINE 31

1211131014121516171817181819131115161313 11
1112181917151216 1615

S-L dijagram
7 100

5 11 0000
9 12 0000
13 13 0000
14 14 0 HE
(4) 15 0000 5 7 3 1 12 15 1 18 2
8 16 0000 .

1117 000

(4) 18 0000

6 19 00

Dot plot
(dijagram toéaka)

DotPiat

Kvalitativne podatke mozemo grupirano prikazati pomocu: histograma u ko-
jem frekvencije odgovaraju povrsini pravokutnika (ili visini pravokutnika, ako je
osnovica jedini¢na), poligona frekvencija koji odgovara poligonu distribucije vari-

jable ili kumulante koja odgovara grafickom prikazu kumulativnog niza.
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POVRSINSKI GRAFIKONI
HISTOGRAM I BAR-CHART
Histogram
9

8

5

Osim histograma koristi se i trodimenzionalni hologram u kojemu pojedinacne
frekvencije odgovaraju volumenu kvadra. Buduéi je u dvodimenzionalnom prikazu
tesko usporedivati volumene, to je ovakav prikaz pogodan za stvaranje pogresne
slike o pravim podacima.

Za prikazivanje dvodimenzionalne numericke varijable najprikladniji je dija-
gram rasipanja (Scatterplot) u kojemu se sve vrijednosti y; i yi, ¢ = 1,...N,
varijabli X i X’ zadanima na istoj populaciji opsega N prikazuju u obliku ure-
denog para (y;,y;) u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Ako je numericka varijabla kontinuirana ili ako je diskretna s velikim bro-
jem razli¢itih vrijednosti, onda se distribucija frekvencija formira prema razred-
ima, tj. podaci se grupiraju u disjunktne podintervale. U tom slucaju svaki
razred je interval [Lq;, Lo;) a njegova frekvencija f; je ukupan broj vrijednosti
varijable X koji se nalaze u tom intervalu. Ako ima ukupno k razreda, onda
skup {([L1i, L), fi) ,i = 1,...,k} svih uredenih parova ([Ly;, La;) , fi) predstavlja
distribuciju frekvencija te numericke varijable grupirane u razrede. Umjesto f;,
u distribuciji mogu biti zastupljene i relativne frekvencije p; = fﬁ, a mozemo
govoriti i o kumulativnom nizu gdje su razredi poredani po uredaju na R. Broj
razreda k za grupiranje n razli¢itih vrijednosti numericke varijable se racuna izra-
zom k ~ 1+ 3.3logn. Razredi su jednakih veli¢ina kad god su podaci priblizno
simetricno rasporedeni, no opcenito su uzi tamo gdje je veta koncentracija po-

dataka.

Pri brojc¢anoj analizi distribucije frekvencija s razredima bitno je da vrijedi Lo; =
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Lyiq, za svaki ¢ = 1,...,k — 1. Takve granice nazivamo pravim granicama $to

se uvijek moze posti¢i zajednickim izjednacavanjem gornje granice i -tog razreda

Lai+Lyit1
2

i donje granice ¢ + 1-og razreda s brojem . Nadalje, vazno je izracunati

razrednu sredinu %, te velicinu razreda Lo; — Ly;.

Ako se histogramom prikazuje distribucija frekvencija s razredima i ako su svi
razredi jednake veli¢ine, onda osnovica pravokutnika predstavlja veli¢inu razreda,
a visina odgovara razrednoj frekvenciji. No, ako su razredi nejednakih veli¢ina,
potrebno je jednu veli¢inu uzeti za jedini¢nu, a frekvencije [ puta vecih ili [ puta
manjih razreda od jedini¢ne duljine razreda treba dijeliti ili mnoziti s faktorom
da bismo dobili korigiranu frekvenciju koja nam sluzi kao visina pravokutnika u
histogramu. Korigiranim frekvencijama se koristimo i u poligonu frekvencija, dok

u kumulanti uzimamo originalne frekvencije.

Primjer 1.5 U tablici su dani podaci o rastavljenim brakovima prema dobi muZa

u R.H.1999.

Godine Broj Prave Razredne Velicina Korigirane
Zivota osoba granice sredine razreda frekvencije
fi X; i fa
(15)-24 105 (14.5)-24.5 19.5 10 52.5
25-29 439 24.5-29.5 2 S 439
30-34 662 29.5-34.5 32 S 662
35-39 683 34.5-39.5 37 < 683
40-44 635 39.5-44.5 42 <1 635
45-49 503 44.5-49.5 47 5 503
50-54 305 49.5-54.5 52 £ 305
55-59 174 54.5-59.5 57 5. 174
60-(79) 208 59.5-(79.5) 69.5 20 SZ
ukupno 3714 - - = s

(U zagradama su procijenjene granice prvog i zadnjeg razreda, odnosno njihove

prave granice pri pretpostavci da bi gornja granica razreda prije prvoga bila 14, a
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donja granica razreda poslije zadnjega 80).

Rastavljeni brakovi prema dobi muza u Republici Hrvatskoj 1999. godine

broj
osoba

700

600

500

400

300 4

200

100

(15)-24 25-29 30-34 35-39 4044 45-49 50-54 55-59 60-(69)

Izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske, 2000, str. 104. e

Rastavljeni brakovi prema starosti muZa u Republici Hrvatskoj 1999.

broj
osoba

700

600

500

400

300

200

100

(15924 2529 3034 35-39 4044 45-49 50-54 55-59 60-(69)
godine starosti

Poligon frekvencija je poligonalna crta koju tvore duZine koje spajaju tocke cije
apscise su jednake razrednim sredinama, a ordinate su im (korigirane) frekvencige.

Kumulativne frekvencije razreda tj. wrijednosti kumulativnog niza ractunamo
pomotu originalnih frekvencija. Naime, te vrijednosti se odnose na zbroj frekven-
cija svih obiljezja (godina) do godine s kojom zavrsava taj razred: za 1. razred
F(24.5) = f; = 105, za 2. razred F(29.5) = f1 + fo = 544, za 3. razred
F(34.5) = fi+ fo+ f3 = 1206... za 9. razred F (79.5) = fi+---+ fo = 3714 = N.

Kumulanta distribucije je poligonalna crta koju tvore duZine koje spajaju tocke
cije apscise su jednake gornjim granicama razreda, a ordinate su im vrijednosti ku-
mulativnog niza. Pocetna tocka ima apscisu jednaku donjoj granici prvoga razreda

1 ordinatu 0.
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kumulativne
frekvencije
4000

3500
3000
2500
2000 1
1500
1000

500

0
(1524 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-39 60-(69)

1.2 Populacijski parametri

Populacijske parametre (parametre neke varijable ili statistickog niza) dijelimo na:
srednje vrijednosti i mjere disperzije. Srednje vrijednosti dijelimo na pot-
pune srednje vrijednosti i polozajne srednje vrijednosti. Potpune srednje
vrijednosti su: aritmeticka sredina, harmonijska sredina, geometrijska sredina i
moment. Polozajne srednje vrijednosti (odredene polozajem unutar danog niza)
su: mod, medijan i kvantil. Mjere disperzije dijelimo na: nepotpune mjere dis-
perzije i potpune mjere disperzije. Nepotpune mjere disperzije su: raspon
varijacije, interkvartil i koeficijent kvartilne devijacije. Potpune mjere disperzije

su: varijanca, standardna devijacija i koeficijent varijacije.

1.2.1 Aritmetiéka sredina

Neka je X : S — X (5) = {21,29,...,2x} C R numericka varijabla zadana na
kona¢noj populaciji opsega N i neka je {(z;, f;),i = 1,..., k} njezina distribucija

frekvencije.

Definicija 1.6 Aritmeticka sredina p numericke varijable X 2zbroj umnoska
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vrigednosti svakog obiljeZja i njegove frekvencije podijeljen s opsegom populacije tj.

k
;fﬂi
N

Ako je numericka varijabla X zadana statistickim nizom vy, ..., ¥y, onda je njezina

aritmeticka sredina ocigledno jednaka

N
Z Yi
=1

,U(yla"'ayN) = '_N .

Ako je distribucija numericke varijable grupirana u (prave) razrede, tada se ¢itav

razred identificira s razrednom sredinom, tj. x; f; predstavlja umnozak frekvencije

Lii+La;
2

fi razreda [Ly;, Lo;) 1 razredne sredine z; = . Takvu aritmeticku sredinu

nazivamo vaganom.

Primjer 1.7 Proizvodnja deterdzenta Lahor u tijeku jedne dekade iznosila je u
tonama 105,100, 110,112,108, 100, 104, 115,96, 120. Prosjec¢na proizvodnja je jn =
% (105 + 100 4+ 110 + 112 4+ 108 + 100 + 104 + 115 + 96 + 120) = 107.

Primjer 1.8 Dana je distribucija broja dana prema broju odsutnih zaposlenika

nekog poduzeta u fiksnom periodu:
Broj dana o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Broj odsutnth 4 10 20 27 17 8 8 6 5 3 2.
Aritmeticka sredina numericke varijable koja svakom zaposleniku pridruZuje broj

4-0+10-14--+3-9+2-10 _
4410442 -

dana u kojima je izostao s posla u fiksnom periodu je p =

416 __
416 — 3.78182.

Zadatak 1.9 Izracunajte prosjecnu mjesecnu placu u djelatnostima prijevoza, skla-

distenja i veza u R.H. u kolovozu 2000.
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djelatnost broj zaposlenih u tisucama | prosjecna placa
kopneni prijevoz 28.83 3115

vodent prijevoz 2.7 3430

2racni prijevoz 0.7 5914

pomotne djelatnosti | 24.5 3360

posta i telekomunik. | 23.3 4560

ukupno 79.5

w; N;

Il
—

k3

— 3115-28.3+3430-2.7+---44560-23.3 __ 290123.3 __ 3649.35

Rjesenje:  p = 79.5 79.5

N;

k3

Zadatak 1.10 Odredite prosjecan promet trgovina ako su zadani sljedeci podaci:

30-40 2

40-50 5

50-60 10

60-70 12

70-90 10

90-110 9

110-150 2
Ukupno 50

Rjesenje:

3040 2 35 0

4050 5 45 295

50-60 10 55 550

60-70 12 85 780

70-90 10 80 800 .

90-110 9 100 900

110-150 2 130 260 Z T; fi

Ukupno 50 BB, i=1 — 3585 _

50 50

71.7 tisuca kuna

Primjer 1.11 Dana je udaljenost u kilometrima od mjesta stanovanja do radnog

mygesta djelatnika nekog poduzeta:
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udaljenost w km (xz;) | broj djelatnika (f;)
10 1

15
20
30

40

~ Qo | O

5
Z fizi

Prosjetna udaljenost je p = =— = 2040 — 2B — 925 k. Primije-
Zfi

i=1
timo da je zbroj svih linearnih individualnih odstupanja x; — p od srednje vrijednosti

5
jednak 0, tj. S fi (z; — p) = 1-(10 — 22.5)+2-(15 — 22.5)+- - -+1-(40 — 22.5) = 0.
=1

1.2.2 Standardna devijacija i varijanca

Neka je X : S — X (S) = {21, 29,...,zx} C R numericka varijabla zadana na

kona¢noj populaciji opsega N i neka je {(x;, f;),i = 1,..., k} njezina distribucija

frekvencije. Primijetimo da je zbroj svih linearnih individualnih odstupanja vri-

jednosti varijable y;, ¢ = 1, ..., N, od njezine srednje vrijednosti p uvijek jednak 0,

t]. fj (yi — p) = zk: fi (x; — ) = 0. Najpodobniji parametar za mjeru odstupanja,
i=1 i=1

(rasf)réenosti, disp?erzije) je srednja vrijednost kvadratnih odstupanja.

Definicija 1.12 Varijanca o* numericke varijable X zadane na konaénoj pop-
ulacigi je zbroj svih umnoZzaka izmedu kvadrata razlike vrijednosti obiljeZja x; i ar-
itmeticke sredine u te varijable i frekvencije f; toga obiljeZja podijeljen s opsegom
populacije, tj.

. éfi(ri—uf

ogf = ———m——

k
i
=1

Ako je varijabla zadana statistickim nizom y;,...,yy onda je njezina varijanca

ocigledno jednaka
> (i = 1 (Y1, yn))

N
02 (y1>"'7yN>: = N
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k
> fi(zi—a)®

Varijanca je minimum svih srednjih vrijednosti kvadratnih odstupanja =————

D fi
i=1
od nekog broja a.

Lako se pokaze da vrijedi i sljedeta formula za varijancu

k k 2
;fﬂf - % (; fiﬂfi)

2
7 N

Definicija 1.13 Standardna devijacija je drugi korijen iz varijance tj. o =
k
D filzi—n)?
=1

g2
S
=1

Standardna devijacija se tumaci kao prosjecno odstupanje vrijednosti numericke
varijable od njezine aritmeticke sredine. Devijaciju je potrebno uvijek promatrati
skupa sa sredinom s ili u omjeru V' = %100% kojega nazivamo koeficijentom var-
ijacije a kojega tumacimo kao prosjecno odstupanje u jedinicama sredine. Prim-
jerice, ako je prosjecno pakiranje kutije secera 750 g, a devijacija 5 grama, tada je

prosjecno odstupanje V = %100 = 0.66% od prosjecne tezine pakiranja.

Primjer 1.14 U tablici je dano stanovnistvo R.H. po starosti iz 1991.

Godine |Broj Sredina
Zivota stanovn. |razreda

u tis. X
0-5 280,1 2,5

5-10 314,7 75

10-20 657,7 15,0
20-40 1.403,7 |30,0
40-60 12211 |50

60-75 618,1 67,5
75ivise |216,9 82,5
Ukupno [4.712,3

7

Z:fiil?i

i

1 __ 175708
7 — 47123

>

=1

7
Zfi(l“ﬁ#)z
0=\ Ty = ,/22421‘;?2207 ~ 21.7 je prosjecno odstupanje od te vrijednosti.

Virggedi: = = 37,29 godine je bila prosjecna starost stanovnistva
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Teorem 1.15 (Cebisev) Neka su p i o aritmeticka sredina i standardna devi-
jacija bilo koje numericke varigable X : S — R zadane na konacnoj populaciji
S, tek € R, k > 1. Tada barem (1 — k%) 100% élanova ima obiljezje koje se
nalazi u intervalu (i — ko, pu+ ko), tj. zbroj relativnih frekvencija svih obiljezja

koji pripadaju tom intervalu je najmanje (1 — k—12)

Posljedica Cebiseva teorema je da barem 75% elemenata populacije ima numer-
icko obiljezje u intervalu (i — 20, u + 20) , barem 89% elemenata je u intervalu
(i — 30,1+ 30) , a barem 93% elemenata je u intervalu (1 — 4o, u + 40).
Outlieri su ekstremne vrijednosti varijable koje znatno vise od ostalih vri-
jednosti varijable odstupaju od prosjeka. Obic¢no je outlier ona vrijednost koja
odstupa od j za vise od 4o. Cesto se takve vrijednosti izuzimaju iz analize skupa

prikupljenih podataka jer nisu reprezentativne i mogu biti pogresne.

i

k k
filmimw)? Y fie;—22.5)
=1 _ =1

k
2 1
i=1
1:(10—22.5)%+2-(15—22.5)% +--+1-(40—22.5)? o
( L2 5 ) ( L= % = 64.58, a standardna devijacija je o =

V64.58 = 8.04. Primijetimo da svi djelatnici osim jednoga, dakle 91.67% njih,
imaju obiljezje u intervalu (p — 20, u + 20) = (6.42,38.58). Bez poznavanje poje-

Primjer 1.16 U Primjeru 1.11 varijanca je 0® =

12

dinacnih obiljezja, po Cebisevom teoremu, moZemo samo zakljuciti da se u istom

intervalu nalazi barem 75% podataka.

1.2.3 Standardizirana varijabla

Za ocjenu veli¢ine individualnog odstupanja numerickog obiljezja x; od aritmeticke

sredine 4 u jedinicama standardne devijacije koristi se relativna mjera odstupanja

T

—£ § ona mjeri "koliko standard-

o

koju nazivamo standardizirano obiljezje z; =
nih devijacija obiljezje x; odstupa od p". Standardizirano obiljezje z; je pridruzeno
onom elementu populacije koji ima obiljezje x; = u+ z;0. Stoga je standardizirano
obiljezje nova numericka varijabla Z koja djeluje na istoj populaciji kao i X tako
sto svakom elementu s populacije S pridruzi odstupanje njegova obiljezja X (s) od
i izrazeno u jedinicama o tj. Z(s) = @ Nazivamo ju standardiziranom

varijablom.
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Propozicija 1.17 Aritmeticka sredina standardizirane varijable je wvijek 0, a

standardna devijacija je uvijek 1.

Primjer 1.18 Prosjecan broj bodova na 1. kolokviju iznosi 50 bodova, a prosjecno
odstupanje od prosjeka je 10. Na 2. kolokviju prosjecan broj bodova je 90, a
standardna devijacija je 20. Ako je student na 1. kolokviju postigao 62 boda, a na
2. 105 bodova, §to moZemo zakljuciti o njegovom uspjehu?

Buduci su rasponi bodovnih skala nepoznati, mozemo pretpostaviti da su razliciti, pa
prosudbu o uspjehu, tako se uspjeh iskazuje u istim mgjernim jedinicama-bodovima,

mozemo donijeti jedino temeljem standardiziranog obiljeZja koje eliminira problem

raspona skale. Zakljucujemo: z = = = 8250 = 1.2 (uspjeh na 1. kolokviju
je za 1.2 devijacije bolji od prosjeka) i z, = =2 = 10590 = 0.75 (uspjeh na 2.

kolokviju je za 0.750 bolji od prosjeka).

Zadatak 1.19 Skupina od 100 mladita natjece se u tréanju na 100 m i skoku u
dalj. U prvoj disciplini je p; = 12.8 s i 01 = 2s, a u drugoj je p, = 485 cm
oy = 50 em. Ako mladi¢c A ima rezultat 12.2 s u 1. disciplini 1 490 cm u 2., a
mladic B trci 13 s na 100 m ¢ skace 580 cm w dalj, koji je mladic uspjesniji?

Rjesenje: Buduci su mgerne jedinice ovih disciplina razlicite moramo koristits

standardiziranu varijablu. Vrijedi:

241 = % = —0.3 (Sto je zapravo +0.3 jer je to za 0.30 brze od prosjeka),

Zp1 = w = 0.1 (sto je zapravo —0.1 jer je to za 0.10 sporije od prosjeka),

zap = 0 =011,

zpy = 200 = 1.9,

Prosjek mladica A je % = 0.2 (ukupno je priblizno prosjecan) a mladita B
je =22 = 0.9 (ukupno je iznadprosjetan,).

Primjer 1.20 Iz podataka v Primjeru 1.1/ izracunata su standardizirana obiljeZja



POGLAVLJE 1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA 20

1 dan je graf distribucije frekvencija standardizirane varijable.

Godine |Broj Sredina Razdibba scandardizicanih obilietys putanstva

Zivota stanovn. |razreda |z = K| os e it s R et oo
utis. X ‘

0-5 2801 |25 1,603 |§°°

5-10 3147 |75 1,373 |

10-20 657,7 15,0 -1,027 i’

20-40 1.403,7 |30,0 -0,336 :g 0.2

40-60 12211 |50 0,586 % \

60-75 6181 675 1392 |£°]

75ivise 2169 (82,5  |2,083 (R —

Ukupno |4.712,3 B '2 Stan-c;ardiziroano ob1i|jeije g :

Zadatak 1.21 Tecaj jedne dionice zabiljezen u § na jednoj burzi 25 dana uza-
stopno je: 125,127,132,127,122,129, 121, 124,128,132, 126, 125,129, 128, 132, 122,
121,120, 125,133, 127,125,127,134,134. Jedan broker predvida da ce w vremenu
predvidenom za prodaju dionica tecaj iznositi 139 3, a drugi da ée u tom istom
vremenu iznositi 133 §. Prosudite rizik procjene za oba brokera.

Rjesenje: Moramo pretpostaviti da je trziste stabilno tj. da je kretanje tecaja

"normalno”, isto kao i za zabiljezenih 25 dana. Prosjetna cijena za navedeno

razdoblje je % = 127 §, a standardna devijacija je % = 4.079 §. Prog-
nozirani tecaj od 139 $§ odstupa od prosjeka za 13:3671927 = 2.94 standardne devi-

jacye, a tecaj od 133 odstupa 1.470. To znac¢i da prva prognoza nije u intervalu
(127 — 2.940,127 + 2.940) $to povlaci (sve uz pretpostavku da je kretanje tecaja
uobitajno) da ta cijena nije i nete biti medu (1 — 537) 100% = 88,43% svih (i
buduéih) cijena dionica.Druga cijena nije u intervalu (127 — 1.470,127 + 1.470),
1. nije © nece biti medu (1 — ﬁ) 100% = 53,7% svih cijena dionica. Ocito je da
prvi broker vise riskira.

Zadatak 1.22 Prosjetna godisnja placa zaposlenika s odredenom kvalifikacijom u
jednom poduzetu iznosi 57345 kn. Prosjecno odstupanje od toga prosjeka je 7540
kn. MoZe li se re¢i da je zaposlenik istih kvalifikacija koji ima godisnju platu od
34000 kn diskriminiran?

Rjesenje: Odredimo relativan polaZaj osobe s godisnjom placom 34000 prema
prosjecnoj godisnjoj plati: z = *—E = 3400%;1%7345 = —3.09615. Placa te osobe
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ne pripada intervalu (1 — 30, pu + 30) u kojemu se, po Cebisevom teoremu, nalazi
barem 89% placa. Dakle, moZe se reéi da je ta osoba diskriminirana, jer njezina
plata spada u najvise 11% najlogijih © najboljih placa. Totnije, za k = 3.09615, in-
terval (pn — 3.096150, 4+ 3.096150) , kojemu ne pripada promatrana plaéa, sadrzi
(1 — k%) 100% plaéa, sto je 89,57 % ukupnih placa.

1.2.4 Geometrijska sredina

Neka je {(z1, f1), ..., (x, fr)} distribucija numericke varijable zadane na kona¢noj
populaciji opsega N koja poprima same pozitivne vrijednosti. Geometrijskom

sredinom te numericke varijable nazivamo broj

Primijetimo da vrijedi

4 L p p
J— N N __ 1 k
G_gjl ..... xk _xl.....xk’

gdje su py, ..., px relativne frekvencije obiljezja x1, ..., ) redom.
Ako je varijabla zadana statistickim nizom yy, ..., yn (s pozitivnim vrijednostima)

onda je njezina geometrijska sredina ocigledno jednaka

Gy, -oyn) = Y1 yn

i vrijedi log G = egttlosun

Geometrijska sredina se upotrebljava kao mjera prosje¢ne brzine nekih prom-
jena. Primjerice, ako je neko mjesto 2000. godine imalo 2000 stanovnika, 2005. go-
dine 9000 stanovnika, a 2010. godine 18000, onda se broj stanovnika prvo povecao
za 4.5 puta, a u drugom razdoblju 2 puta. Prosje¢na promjena stanovnistva po
razdobljima nije 4252 = 3.25, ve¢ V/4.5 - 2 = 3. Zaista, 2000 - 3 - 3 = 18000.

1.2.5 Harmonijska sredina

Harmonijskom sredinom numericke varijable zadane na kona¢noj populaciji

opsega N distribucije {(z1, f1), ..., (zx, fx)} koja poprima same pozitivne vrijed-
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nosti nazivamo broj
N

=55
1 Ty

Primijetimo da vrijedi

1 1 1
0= == e T T

Tk

5 e
-
s
[t

gdje su py, ..., pp relativne frekvencije obiljezja x1, ..., x; redom.
Ako je varijabla zadana statistickim nizom i, ..., yy (s pozitivnim vrijednostima)
onda je njezina harmonijska sredina ocigledno jednaka
H(y1,...,yn) = %
1 YN

Ova veli¢ina se primjenjuje kao adekvatna srednja vrijednost nekih srednjih vri-
jednosti, tj. omjera istih brojnika.

Primjerice ako se vozimo prosje¢nom brzinom 100 km/h u jednom smjeru, i
50 km/h u drugom, prosjec¢na brzina nije 75 km/h ve¢ H = ﬁioi% = 66.7 km/h
(razlomke 1—(1)0 i 5—10 shvacamo kao vremena potrebna za prevaliti jedini¢ni dio puta,
tj. 1 km, pri brzini 100 km/h odnosno 50 km/h).

Ili, ako domacinstvu A litra mlijeka prosjecno traje 5 dana, domacinstvu B 10 dana,

a domacinstvu C 15 dana, onda prosjecno trajanje litre mlijeka u ta 3 domacinstva

nije 10 dana, ve¢ H = ﬁ = 8.2 (razlomke %, % i 1—15 shvacamo kao dio litre
510 ' 15

mlijeka u domaéinstvima A, B i C redom, koja se potrosi za 1 dan).

Primjer 1.23 Ako su zadani prosjecni dnevni prometi (u stotinama kuna) u lancu

supermarketa po regijama i struktura vrijednosti prometa u regijama u odnosu na

cijelo podrucje, izracunajte prosjecni dnevni promet za cijelo podrucje.

1-ta regija T; | pi100%
1. sjever 490 | 35%
2. jug 494 | 26%
3. sredisnja regija | 500 | 40%

Kad bi ovi postotci predstavijali ukupan udio broja supermarketa n; i-te regije

u njthovom ukupnom broju N = ny+ns+ng, 4j. p; = 3, onda b ukupan prosje¢ni
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dnevni promet bio T1py +Taps +T3pz = 490-0.354+494-0.25+500-0.4. No, postotci

ni no ns
predstavljaju udio prometa x,(gl), > a:l(f), > :BS) svih ny, Ny, ng supermarketa 1.,
k=1 k=1 k=1
N

ni no
2. odnosno 3. regije redom, u ukupnom prometu >, x = Y x,(gl)jt > x,(f) +
1 k=1

k=1 k=
>t

< (3)
Ly
1

k=

svih supermarketa. Dakle vrijedi p; = *=——, i = 1,2,3. Stoga je prosjek jednak
PIER
k=1
ny no ng N
1 2 3
P DB Sk D LD D
k=1 k=1 k=1 _ k=1 _ 1 _
N - N — njitngt+ng T
N
Do
k=1
1 _ 1 _ 1 _ 1 - =
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494.96.

1.2.6 Momenti

Neka je X : S — X (5) = {21, 29,...,2x} C R numericka varijabla zadana na

kona¢nom skupu, opsega N, s vrijednostima ¥, ..., yn, distribucijom

{(@1, f1) s (mk, fi) }

i aritmetickom sredinom p. Moment od X je aritmeticka sredina niza odstu-
panja vrijednosti numericke varijable od njezine aritmeticke sredine p (centralni
moment) ili neke druge vrijednosti (pomoéni moment) podignuta na neku po-

tenciju r € N.
k N
Zfi(wr#)T Z(yru)r

Tako je je r-ti centralni moment definiran sa: u, = - ==

>

=1

Ocito je p; = 0, sy = 0. Moment pu; izrazava asimetriju podataka u odnosu na

1, dok i, izrazava "zaobljenost" distribucije.
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Sliéno, r-ti pomoéni moment oko nule definiramo kao: m, = = = 5.

Zf'i

i=1

Primijetimo da je m; = pu.

1.2.7 Mod

Mod, u oznaci M,, je ono obiljezje statisticke varijable koje ima najvec¢u frekven-
ciju. Mozemo reci da je to obiljezje koje se najcesce javlja. Odreduje se za kvali-
tativna i1 kvantitativna obiljezja.

Ako je distribucija numericke varijable grupirana u (prave) razrede, onda se
razred s najvetom Kkorigiranom frekvencijom b naziva modalni razred. Ako je
L, donja granica toga razreda, a [ njegova vecina, te a frekvencija razreda koji
prethodi modalnom, a ¢ frekvencija razreda koji slijedi iza modalnoga, onda se
mod aproksimira formulom M, = L + %l.

Primijetimo da mod opcenito nije jedinstven, odnosno vise razli¢itih vrijednosti

neke statisticke varijable ¢ije frekvencije su maksimalne i medusobno jednake mogu

biti njezin mod.

Zadatak 1.24 U tablici su zadani podact o dobi majki Zivorodene djece u Republici

Hrvatskoj u 1999. godini. Odredite mod (dob magki s najvecim brojem Zivorodene

djece).

Dob magke || Broj Zivorodene djece || Korigirane frekvencije | Velicina razreda
15 =20 2436 5

20 — 25 12613 12613 5

25 —-30 15183 15183 5

30 — 35 10046 10046 5

35 — 40 4001 4001 5

40 — (55) 815 271.67 (15)

Rjesenje: Ocito je modalni razred 25 — 30, a mod je
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_ (15183—12613) .
M, =25+ (15183—12613)+(15 183—10046) 5 =26.67.

Zivorodeni u Republici Hrvatskoj prema navrienim godinama starosti majke
1999. godine

12000 {
g 10000 {

L

1.2.8 Medijan

Neka je v, ..., yn grupirani statisticki niz, tj. neka su to sve vrijednosti numericke
varijable za svih N ¢lanova populacije poredane po uredaju y; < --- < yy. Neka je
r = Int (%) + 1, gdje Int oznacuje cijelu vrijednost broja bez decimala (primjerice
Int 6.9 = 6). U slucaju da je N neparan, medijan Me definiramo kao vrijednost
y, sredisnjeg (r-tog) ¢lana niza . U sluc¢aju da je N paran medijan definiramo

yT;;yT. Medijan ima smisla

kao poluzbroj vrijednosti sredisnjih ¢lanova, tj. M, =
racunati i za ordinalne varijable.

Medijan ima svojstvo da je zbroj apsolutnih odstupanja svih vrijednosti vari-
jable od nekog fiksnog broja minimalan upravo za medijan. U nizu od 100 bro-
jeva s vrijednoscu 10 i jednog broja 20 medijan je 10. Iz njegovog tumacenja
da prva polovica ¢lanova niza ima vrijednost < 10 a druga polovica vrijednosti
> 10 uocavamo manjkavosti polozajnih srednjih vrijednosti. U ovom primjeru je
M, =10, a p = 10.099.

Aritmeticku sredinu smijemo zamisljati kao teziste poligona frekvencija, mod kao
tocku u bazi u kojoj je poligon najvisi, a medijan kao tocku u bazi u kojoj okomiti

pravac dijeli poligon frekvencija na dva dijela jednakih povrsina.
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Ji Ji

Mo Me x X X Me Mo X

i i

x> Me> Mo X < Me < Mo

Zadatak 1.25 Unizu1,3,3,2,5,3,7,7,8,8,10, 11 plasmana reprezentacije na sv-
jetskim prvenstvima odredite mod © medijan.
Rjesenje: M, =3, M, =6.

Zadatak 1.26 Studenti su poloZili ispit sa sljedecim ocjenama: A, C, B, A, D,
D, D, A, B, D. Odredite mod i medijan.
Rjesenje: Mod je M, = D, docim je medijan izmedu ocjene B i C, tj. pre-

racunato u brojcane vrijednosti ove ordinalne varijable medijan je M, = 2.5.

Ako je distribucija numericke varijable grupirana u (prave) razrede, onda defini-
ramo medijalni razred kao prvi po redu razred [L;, Ls] ¢ija je kumulativna
frekvencija veca ili jednaka % Ako je feq frekvencija (nekorigirana) medijalnog
razreda, | = Ly — Ly njegova veli¢ina , F' (L;) kumulativna frekvencija (zbroj svih
frekvencija) do medijalnog razreda ,onda se medijan aproksimira vrijednoséu

Y_F(L
Me:L1+2—<l)
fmed

Zadatak 1.27 U tablici su dani podaci o broju nezaposlenih osoba prijavijenih na

l.

Hrvatskom zavodu za zaposljavanje krajem 1999. Odredite medijan.
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Godine Zivota | Broj osoba | Kumulativne niz | Velicina razreda
15— 20 67170 67170 5

20 — 25 48482 115652 5

25 —30 119819 235471 5

30 — 40 82263 317734 10

40 — 50 10604 328338 10

50 — (65) 13392 341730 (15)

ukupno 341730

Rjesenje: Buduéi je N = 341730, a % = 170865, to je razred (25 —30) s
kumulativnom frekvencijom 235471 medijalni razred. Stoga je L1 = 25, fieqa =

N
119819, 1 = 5 i F (25) = 115652. Slijedi da je medijan M, = Ly + 2] =

27.304. Zakljutujemo da je dob prve polovice osoba prijavijenih na HZZ-e iznosila

27 ili mange godina, a druga polovica prijavijenih osoba je bila starija od 27 godina.

1.2.9 Kvantili

Neka je y1,...,yn grupirani statisticki niz tj. neka su to sve vrijednosti numer-
icke varijable za svih N ¢lanova populacije poredane po uredaju y; < -+ < yn.
Ozna¢imo r = Int (j%) + 1. Kvantili reda n su vrijednosti Ki,..., K, 1 koje

racunamo po formuli

Yr, JX ¢ N

K; = _ Cj=1,..n—1
{ y'ffl2+yr’ j% GN

Kvantili reda n odreduju n intervala [y, K1) , (K1, K3) , ..., (K1, yn] u svakom od
kojih se nalazi najvise %% vrijednosti niza. Kvantil reda 2 je medijan, kvantile
Q1,Q2, Q3 reda 4 nazivamo kvartilima, kvantile reda 10 decilima, a reda 100
percentilima.

@ —0 @0 0 —@

25% 25% 25% 25%
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Zadatak 1.28 Odredite kvartile u nizu —1, =3, 0, —1, —1, 5, 0, =3, 1, 2, 3, 3.
Rjesenje: Niz poredajmo po uredaju: —3,—-3, —1, —1, —1, 0, 0, 1, 2, 3, 3,

Iz % =3, 2% =0, 3% =9 proizlazi Q1 = —yf”;y‘* =—1, Q= M, = —yﬁgz’” =0,

Q3 — y9+2y10 —925.

Ako je distribucija numericke varijable grupirana u (prave) razrede, onda j-ti
kvantilni razred reda n definiramo kao prvi po redu razred [L;, Ls] ¢ija je ku-
mulativna frekvencija veca ili jednaka j%. Ako je frpant frekvencija (nekorigirana)
Jj-tog kvantilnog razreda, [ njegova veli¢ina, F' (L;) kumulativna frekvencija (zbroj
svih frekvencija) do j-tog kvantilnog razreda, onda se j-ti kvantil aproksimira vri-
jednoscu
jn — F (L)

K,=1L+
! ' fkvant

l. (1)

Primjer 1.29 U donjoj tablici su zadani podaci o platama zaposlenika jednoga
poduzeca u eurima grupirani po platnim razredima.

Primijetimo da umgjesto (kumulativnih) frekvenija f; smijemo promatrati (kumala-
tivne) postotke p;100 = %100. Stoga, mnozeci brojnik i nazivnik razlomka iz for-

mule (1) sa 2 dobivamo formulu

100 Fl) g jio oo

Jn N N n N
! L %100 't pkvantloo ’

gdje je Prvant proporcija j-tog kvantilnog razreda reda m, tj. proporcija prvog po
redu razreda ¢iji je kumulativni postotak veci ili jednak j LT'LO. Iz % = 25, 2% = 50,
3% = 75 proizlazi da je 1. kvartilni razred 1500.5 — 1700.5, medijalni razred je
1700.5 — 1900.5, a 3. kvartilni razred je 1900.5 — 2100.5. Nadalje, vrijedi Q1 =
1500.5 + 22211200 = 1540.5, M, = 1700.5 + 2382200 = 1799.7, Q3 = 1900.5 +

751’4 32200 2075. Mozemo zakljuciti da do cetvrtme zaposlenika 1ma placu manju

od 1540.5 €, do polovine zaposlenika ima placu mangju od 1799.7 €, dok do cetvrtine
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zaposlenika ima placu vecu od 2075 €.

Iznos place Postotak p;100% | Kumulativni niz postotaka || Velicina razreda
499.5 — 700.5 0.1 0.1 200
700.5 —900.5 0.2 0.3 200
900.5 — 1100.5 | 2.6 2.9 200
1100.5 — 1300.5 || 6.5 9.4 200
1300.5 — 1500.5 || 12.3 21.7 200
1500.5 — 1700.5 || 16.5 38.2 200
1700.5 — 1900.5 || 23.8 62.0 200
1900.5 — 2100.5 || 14.9 76.9 200
2100.5 —2300.5 || 11.1 88.0 200
2300.5 — 2500.5 || 7.0 95.0 200
2500.5 — 3000.5 | 4.2 99.2 500
3000.5 — 4000.5 || 0.8 100.00 1000

1.2.10 Nepotpune mjere disperzije

Raspon varijacije Rx numericke varijable X jest razlika izmedu najvece i na-
jmanje vrijednosti varijable, ako takve postoje (kod beskona¢nih populacija vari-
jabla ne mora imati svoj minimum i maksimum) Ry = Xyax — Xmin-

Buduéi u izrac¢un raspona ulaze samo dvije vrijednosti (koje mogu biti outlay-
eri) taj parametar ne uzima u obzir variranje podataka. Raspon ima smisla i za
ordinalnu varijablu.

Interkvartilom /g numericke ili ordinalne varijable nazivamo razliku gornjeg
i donjeg kvartila tj. Ig = ()3 — (1. MoZemo reci da je interkvartil raspon varijacije
sredignjih 50% ¢lanova uredenog niza. Sli¢no i interdecil Ip = Dy — Dy je raspon
sredisnjih 80% podataka, a interpercentil Ip = Py — P, je raspon sredisnjih 98%
podataka.

Pripadajuca relativna mjera je koeficijent interkvartilne devijacije Vy =
Q3—Q1

OOy koji ima smisla samo za varijable s pozitivnim vrijednostima. Vrijedi 0 <

Vo < 1. Sto je Vg blize 0, to je varijabilnost sredisnjih 50% podataka manja.
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Zadatak 1.30 Odredite raspon i koeficijent interkvartilne devijacije za niz: 1, 2,
4,4,6,9,9, 9, 10, 100.
Rjesenje: R=100-1=99, (1 =4, Q3=9=Vy = ﬁ = 0.38.

Zadatak 1.31 Odredite raspon i koeficijent interkvartilne devijacije za niz: 1000,
1100, 1111, 1150, 1160, 1180.
Rjesenje: R =180, Vg = 559 = 0.026.

1.2.11 Mjere asimetrije i zaobljenosti

Mjera asimetrije varijable je parametar koji daje informaciju o nac¢inu rasporeda
podataka prema aritmetickoj sredini. Najvaznija mjere asimetrije je koeficijent
asimetrije ag = £ (najces¢e vrijednosti su iz (—2,2), u simetricnom rasporedu
je az = 0), Pearsonova mjera, Bowleyjeva mjera.

Grafovi distribucija frekvencija varijable pokazuju redom simetri¢nu varijablu
(g = 0), pozitivno asimetriénu (a3 > 0) i negativno asimetriénu (a3 < 0) vari-

jablu.

Ji

Mo Me X x;

X=Me=Mo x> Me> Mo x < Me < Mo

Mjera zaobljenosti varijable je parametar koji daje informaciju o zaobljenosti

modalnog vrha na poligonu distribucije frekvencija varijable. Zaobljenost se mjeri
koeficijentom zaobljenosti oy = £4 ¢ija vrijednost je pozitivna.

Grafovi distribucija frekvencije varijable pokazuju redom "normalno" zaobljenu

varijablu (o = 3), vise zaobljenu (a3 > 3) i manje zaobljenu (a3 < 3) varijablu,
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te nezaobljenu ay = 1.8 i U-zaobljenu o < 1.8.

31



Poglavlje 2

Vjerojatnost

2.1 Dogadaji slucajnog pokusa

Predmet zanimanja inferencijalne statistike su sluéajni pokusi, tj. djelatnosti
mjerenja opazanja ili definirani procesi iz kojih izviru neki rezultati. Ishodi ili rezul-
tati slucajnog pokusa nisu jednoznac¢no odredeni i ne mogu se unaprijed predvid-
jeti na temelju uvjeta pokusa. Medutim, ako se takvi pokusi ponavljaju dovoljno
mnogo puta, dolazi se do odgovarajucih zakonitosti. Proucavanje tih zakonitosti
je predmet teorije vjerojatnosti. Za razliku od slu¢ajnog pokusa, deterministicki
pokus je jednoznacno odreden uvjetima pokusa.

Podrazumijevamo da svaki slu¢ajni pokus ima statisticke znacajke: moze se pon-
avljati proizvoljan broj puta, unaprijed je poznato $to se registrira kao i svi moguci
ishodi, pri ¢emu ishod pojedina¢nog pokusa nije poznat. Ako bacamo predmet s
visine h i registriramo vrijeme koje je potrebno predmetu da udari o tlo, onda je
taj pokus deterministicki ¢im se izvodi u laboratorijskim uvjetima (ovisi samo o
visini h), a slucajan ako se izvodi u vanjskim uvjetima (ovisi o nizu uvjeta koji

utjecu na ishod).

Definicija 2.1 Skup kojega tvore svi moguci ishodi nekog pokusa nazivamo pros-
torom elementarnith dogadaja toga pokusa i oznatujemo sa ). Dogadaj je
neki odredeni podskup prostora elementarnih dogadaja Q. Jednoclani dogadaj {w}

nazivamo elementarnim dogadajem tj. to je svaki dogadaj koji se ne moze

32
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rastaviti na jednostavnije dogadaje (testo identificiramo elementarni dogadaj {w}
sa ishodom w). U protivnom kazemo da je dogadaj sloZen. Ako pokus ima za
ishod w onda katemo da se neki dogadaj A dogodio pri tomu pokusu ako je w € A
tj. ako w pripada skupu A. Podskup () nazivamo nemoguéim dogadajem, a )

nazivamo stguranim dogadajem.

Primjer 2.2 Prostor elementarnih dogadaja bacanja novéica je Q) = {P,G}, gdje
P oznacuge da je ishod bacanja novéica pismo, a G da je ishod glava. Elemen-
tarni dogadaji su {P} i {G}. Jedini slozeni dogadaji je {P,G} —ishod bacanja
je pismo ili glava, dok () oznatuje nemogué dogadaj-ishod bacanja nije ni pismo
ni glava. Prostor elementarnih dogadaja bacanja kocke dva puta za redom je
Q= {(i,j) | i,7=1,...,6}. Ukupan broj elementarnih dogadaja je 36, a ukupan
broj dogadaga je 23¢ (broj svih podskupova od ). Primjerice, skup

{(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)} predsta-
vlja dogadaj da je u barem jednom bacanju kocke pala estica, a dogadaj da je zbroj
brojeva dobivenih u dva bacanja kocke jednak 4 je {(1,3),(2,2),(3,1)}. Prostor

elementarnih dogadaja trajanja neke Zarulje je 2 = [0, 00) .

2.1.1 Operacije s dogadajima

U opisivanju pokusa i dogadaja koristimo se jezikom teorije skupova izmedu ostalog
jer skupovne operacije najbolje ilustriraju operacije s dogadajima. Pretpostavimo
dasu A, B C Q) dogadaji. Kazemo da dogadaj A povlaci dogadaj B ako je A C B
(kad god se dogodi A onda se dogodi i B). Suprotan dogadaj dogadaju A je
dogadaj A° = Q\A (A° se dogodi totno onda kada se ne dogodi A). Presjek
dogadaja A i B je dogadaj AN B (AN B se dogodi to¢no onda kada se dogodi
i Ai B). Analogno se definira presjek A; N --- N A, kona¢no mnogo i presjek
Ain---NA,N- ﬂ Ay, prebrojivo mnogo dogadaja. Unija dogadaja A i B je

dogadaj AUB (AU B se dogodi tocno onda kada se dogodi A ili B). Analogno
se definira unija A; U---U A,, kona¢no mnogo i unija A, U---UA, N-- U Ayg

prebrojivo mnogo dogadaja. Razlika dogadaja A i B je dogadaj A\B (A\B se
dogodi toéno onda kada se dogodi A i ne dogodi B). Dogadaji A i B su medusobno
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iskljucivi ako je AN B = ().

Primjer 2.3 Baca se novcic 3 puta. Prostor elementarnih dogadaja je
Q={(pP,PP),(P,PG),PGP),(PGG),GPP),G PG, (GGP),
(G,G,G)}. Dogadaj da je barem dva puta pala glava je
A={(P,G,G),(G,PG), (GG P), (GG G)}. Suprotan dogadaj dogadaju A je
dogadaj da je najvise jednom pala glava tj.
Ac={(P,P,P),(P,P,G),(P,G,P),(G,P,P)}.

Ako u istom pokusu registriramo koliko je puta palo pismo, onda je novi prostor
elementarnih dogadaja Q) = {0,1,2,3}. Dogadaj da je pismo palo najvise 2 puta je
B ={0,1,2}, a dogadaj da je pismo palo barem jednom je C' = {1,2,3}. Presjek
dogadaja B i C je dogadaj BNC = {1,2}. Unija dogadaja B i C je siguran dogadaj
BUC = Q. Razlika dogadaja B i C je B\C = {0}.

2.2 Vjerojatnost dogadaja

Teorija vjerojatnosti daje pravila kako se polaze¢i od jednih (najceste elemen-
tarnih) vjerojatnosti izracunavaju druge. Do polaznih vjerojatnosti mozemo do¢i
na razli¢ite nac¢ine, odnosno one mogu biti: subjektivne, statisticke (a posteriori)
i klasi¢ne matematicke (a priori i geometrijske). Intuitivno, vjerojatnoséu nekog
dogadaja smatramo broj iz intervala [0, 1], koji iskazuje odredeni stupanj izvjes-
nosti da se taj dogadaj, vezan za slucajno pokus, dogodi. Pri tomu je vjerojatnost
sigurnog dogadaja 1, a vjerojatnost nemoguceg dogadaja jednaka 0.
Subjektivna vjerojatnost je broj p (A) iz intervala [0, 1] odreden na temelju
uvjerenja i prosudbe okolnosti relevantnih za nastup slu¢ajnog dogadaja A. U
praksi se utvrduje kad nije moguce utvrditi vjerojatnost na klasican nacin ili kad
nema empirijskih podataka za statisticki nacin. Primjerice, vjerojatnost pobjede u
mecu tenisaca koji je 450. na ATP listi tenisaca nad tenisacem koji je 451. na ATP
listi, ako pri tom nisu nikad prije odmjerili snage, spada u subjektivnu prosudbu

eksperata za tenis.

Primjer 2.4 Predvidanja stru¢njaka iz odredenog gospodarskog instituta o inflaciji

za sljedecu godinu dana tablicom:
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stupanj inflacije | vjerojatnost
10% i vige 0,03
od 5% do 10% 0,85
manje od 5% 0,12

su primger subjektivnih vjerojatnosti.

Neka neki slu¢ajni pokus ponovimo n puta i neka se pri tome dogadaj A dogodi
na puta. Tada broj f, (A) = %4 nazivamo relativnom frekvencijom dogadaja
A u n ponavljanja pokusa. Pri malom broju ponavljanja pokusa relativna
frekvencija dogadaja nosi u sebi slucajni karakter i moze se znacajno mijenjati od
jedne do druge serije pokusa. Ako pri uvetanju broja ponavljanja pokusa relativna
frekvencija sve vige gubi slucajni karakter i sve vise se grupira oko odredenog broja
onda taj broj nazivamo statisticka ili a posteriori vjerojatnost dogadaja A
i oznacujemo ga sa p (A). Dakle vrijedi p (A) = lim f, (A). U praksi statisticku
vjerojatnost koristimo ako nije moguce do¢i do ma%gliloatiéke vjerojatnosti (a priori)
i obi¢no ju aproksimiramo relativnom frekvencijom f, (A) koja je to bolja $to je n
(broj ponavljanja pokusa) veéi.

Ako su A i B medusobno iskljucivi dogadaji, onda je na,p = na + np, pa iz
fn(AUB) = 2408 — 24 4 25 — f (A) + f, (B) zakljucujemo da je

n

p(AUB)=p(A)+p(B). (1)

Nadalje, iz nae = n —ny slijedi f, (A°) = M =214 =1 - 24 =1 — f, (A), pa

n n

zakljucujemo da je

p(A9) =1-p(A). (2)

Ocito je statisticka vjerojatnost broj iz [0, 1] koji iznosi 1 za siguran dogadaj, a 0
za nemogué dogadaj. Ova prirodna svojstva statisticke vjerojatnosti ¢emo zahti-
jevati od bilo koje druge vjerojatnosti, stoga ¢emo ih kasnije ugraditi u aksiome

vjerojatnosti.

Primjer 2.5 Ako je u tijeku jedne godine proizvedeno 500000 komada nekog ure-
daja, od kojih je 5000 bilo odmah neispravno, a 1000 se pokvarilo tijekom pr-

voga tjedna, i ako pretpostavimo da se proizvodnja nastavlja u nepromijenjenim
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uvjetima, onda vjerojatnost dogadaja A da jedan slutajno odabrani proizvod bude

odmah neispravan mozemo jedino izraziti kao statisticku vjerojatnost aproksimi-

5000
500000

se slutajno odabrani proizvod ne pokvari nakon tjedan dana je p((AU B)%) =

1—p(AUB) = 1 — (550055 + sta555) = 1 —0.01 —0.002 = 0.988, gdje je B

dogadaj da se slucajno odabrani proizvod pokvario tijekom prvoga tjedna.

ranu relativnom frekvencijom p(A) = f, (A) = = 0.01. Vjerojatnost da

Pretpostavimo da neki pokus ima kona¢no mnogo ishoda wy, ..., w, takvih da su

svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni, tj. da je p(w;) =--- = p(w,). Tada
iz Q= {wi U - U{w,} isvojstva (1) slijedi 1 = p () = p(wy) + -+ + p(wn),
sto povlaci n - p(w;) = 1, odnosno p(w;) = %, i = 1,...,n. Ako se dogadaj

A =A{wi,, ...,w;, } sastoji od m ishoda (kazemo jos da je m broj povoljnih elemen-
tarnih dogadaja za dogadaj A, a n broj svih moguéih ishoda), onda je vjerojatnost
dogadaja A jednaka broju p (A) = p(w;,)+- - +p (wi,) = 4+ L = 2 kojega

nazivamo vjerojatnost a priori.

Zadatak 2.6 Iz kutije od 50 sijalica, od kojih je 5 neispravnih, se izvlaci jedna.
Kolika je vjerojatnost da ona bude neispravna?
Rjesenje: Buduci se svaka sijalica moZe izvuci s jednakom vjerojatnoscu, to

je ukupan broj ishoda 50, a broj povoljnih 5, pa je vjerojatnost jednaka % =0.1.

Zadatak 2.7 U Sesiru se nalazi 40 karata (briskulice). Iz Sesira izvlacimo jednu
kartu. Kolika je vjerojatnost da je izvucena karta boje 3padi, a kolika da nije konj
ili kralj?

Rjesenje: Svaka karta se moze izvuci s jednakom vjerojatnoscu, a broj svih
mogucih ishoda je 40. Broj povoljnih ishoda da se izvuce $pada je 10, pa je vjero-
jatnost toga dogadaja jednaka }1—8 = 0.25. Ako sa A oznatimo dogadaj da je izvucen
konj, a sa B da je izvuten kralj, onda je p(A) = % = 0.1 = p(B), pa je
p((AUB))=1-p(AUB)=1-0.1-0.1=0.8.

Zadatak 2.8 U sijecnju 1992. je u R.H. ostvareno 191018 nocenja i to: gostiju iz
R.H. 137921, iz republika ex. SFRJ (bez R.H.) 29191 i iz ostalih stranih zemalja
23906. Kolika je vjerojatnost da je slucajno odabrano nocenje ostvarila osoba koja
niye iz R.H.?
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Rjesenje: Ishod ovoga sluéajnoga odabira moze biti bilo koje od 191018 no-

cenja s jednakom vjerojatnoscu Ako je A dogadaj da je nocenje ostvarila

191018
osoba koja je iz neke republike ex. SFRJ, a B osoba iz neke druge strane zemlje,

onda je p(A) = 2L = (0.15282, p(B) = 22X = 0.12515, pa je p(AU B) =

191018 191018

p(A) +p(B) = 0.27797. Primijetimo da je p(AUB) =1 — 1o722%.

Primjer 2.9 De Mere je biljezio rezultate igre koja se sastojala od bacanja 3 ra-
zlicite kocke. Promatrao je dogadaj A; da je ukupan zbroj brojeva na 3 kocke
jednak 11 i dogadaj Ay da je ukupan zbroj brojeva na kockama jednak 12. De Mere
je ustanovio da se dogadaj A; pojavijuje ceste nego As, a smatrao je da bi se ta
dva dogadaja trebali pojavljivati podjednako cesto. Naime, dogadaj A; se sastoji
od 6 mogucnosti pojavljivanja brojeva u jednom bacanju, tj. od 6 kombinacija:
6,4,1;6,3,2; 5,5,1; 5,4,2; 5,3,3; 4,4,3 i dogadaj Ay se sastoji od 6 kombinacija:
6,5,1; 6,4,2; 6,3,3; 5,5,2; 5,4,3; 4,4,4. Gresku u zakljucivanju je nasao Pascal
koji je dokazao da ishodi koje je naveo De Mere nisu jednako vjerojatni. Naime,
prostor elementarnih dogadaja za ovaj pokus je Q@ = {(i,j,k) | i,j,k = 1, ., 6}.
Svi elementarni dogadaji su jednako vjerojatni i vjerojatnost im je 6% = 216 Do-
gadaj da su se na kockama pojavili brojevi 6, 4 i 1 se moze rastavilti na sljedece
ishode: (1,4,6), (1,6, 4) (4,1,6), (4,6,1), (6,1,4) i (6,4,1), pa je odgovarajuca

vjerojatnost jednaka 58 516+ Dogadaj da se na kockama pojave bmjem 4,4,4 se samo

6"

sastoji od ishoda (4,4,4), pa je njegova vjerojatnost jednaka +=. Dogadaj da se

216"
na kockama pojave brojevi 6,3,3 se sastoyz od ishoda: (6,3,3), (3,6,3), (3,3,6),
pa je odgovarajuta vjemjatnost ]ednak‘a ﬁ Zbrajanjem odgovarajucih dogadaja

dobijemo p (Ay) = m ip(As2) = 216

Ako je prostor elementarnih dogadaja 2 neprebrojiv (skup R), a svi elemen-
tarni dogadaji jednako vjerojatni, nema smisla primijeniti formulu za a priori
vjerojatnost. No, ako se skup 2 moze prikazati kao ogranic¢eni skup na pravcu,
ravnini ili prostoru, ¢ija je mjera (duljina, povrsina ili volumen) jednaka 1 (Q2), a
mjera dogadaja (podskupa) A je u(A), onda je vjerojatnost dogadaja A jednaka
broju p(A) = % kojega nazivamo geometrijska vjerojatnost. Primjerice,

zamislimo da sa strelicom, ¢iji je siljak savrseno (beskonacno) tanak, gadamo u
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pluteni zid pred nama, kojemu je povrsina 10, u metu istaknutu na tomu zidu
povrsine 2. Vjerojatnost pogotka mete je jednak kvocijentu povr§ina (mjera) tih
dvaju skupova (zida i mete) tj. 1% = 0.2. Vjerojatnost pogotka bilo kojega dijela
ciljanog zida cija je povrsina jednaka 0 je nisticna. Primjerice, vjerojatnost da se
pogodi unaprijed odredena tocka na zidu ili duzina (ovi objekti su 0-dimenzionalni,
odnosno 1-dimenzionalni, pa su povrsine 0) jednaka je 0. Iako ovi dogadaji nisu
nemoguéi (razlikuju se od ), njihova vjerojatnost je 0, $to se donekle opire nasoj

percepciji vjerojatnosti.

Primjer 2.10 Kolika je vjerojatnost da sluc¢ajno izgeneriran broj iz [0,1] bude

jednak %, a kolika da pripada segmentu [%1, %] ¢
Ovdje je Q = [0,1], dogadaj A= {1} i B = [i,%],pajep(A)z%z%zO
1
ip(B) = % =2 =1 (u oznatuyje duljinu).

Ovo mozemo interpretirati na sljedeci nacin: ako "gadamo” u realne brojeve
onda je vjerojatnost pogotka u unaprijed odredeni segment, ma kako uzak bio, uvijek

veca od 0, dok je vjerojatnost pogotka u unaprijed odredeni broj jednaka 0.

2.3 Vjerojatnosni prostor

Nase intuitivno poimanje vjerojatnosti, kao i neka prirodna svojstva koja proi-
zlaze iz takvoga poimanja, ¢cemo ugraditi u aksiomatski okvir vjerojatnosti. Skup
aksioma kojima ¢emo opisati vjerojatnosni prostor nam daje uvjete kojima vjero-
jatnost promatranih dogadaja mora udovoljiti i pomoc¢u kojih mozemo istrazivati
vjerojatnosti slozenijih dogadaja. No, §to ¢e biti pocetna vjerojatnost, tj. vjero-
jatnost pojedinih elementarnih dogadaja, ovisiti ¢e o svakom pojedinom slucaju i
odredivati ¢e se na nacin opisan u prethodnom odjeljku.

Neka je €2 prostor elementarnih dogadaja. Na njemu treba prvo zadati famil-
iju F svih mogu¢ih dogadaja (to je neki podskup od partitivnog skupa P (2))
koju ¢emo nazivati familijom dogadaja. Ta familija treba udovoljavati nekim

razumnim zahtjevima:

o e F;
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e Ac F= A e F;

OAiEf,iENj UAZEf
=1

Funkcija p : F — [0, 1] koja svakom dogadaju A pridruzuje broj p (A) se naziva

vjerojatnost ako je

p(Q):1,AiGf,iGN,AiﬂAjZ@zai#j$p<UAi) = > p(4).
i=1 i=1

Definicija 2.11 Uredenu trojku (2, F,p), gdje je Q0 prostor elementarnih do-
gadaja, F C P(Q) familija dogadaja i p : F — [0,1] vjerojatnost, nazivamo

vjerojatnosni prostor.
Vrijede sljedecta svojstva vjerojatnosti:
e p(0) =0 (vjerojatnost nemoguéeg dogadaja);
e p(AjU---UA,) =p(A)+ - +p(A,), akosu Ay, ..., A, medusobno iskljucivi;

e p(A°) =1—p(A) (vjerojatnost suprotnog dogadaja);

ACB=p(A) <p(B);

p(AUB) =p(A)+p(B)—p(AN B) (vjerojatnost da nastupi barem jedan
od dogadaja A i B);

p(A\B) =p(A) —p(ANB).

Zadatak 2.12 Neka je Q = {wi,wq,ws} prostor elementarnih dogadaja nekoga
slucuagnoga pokusa i F =P () familija dogadaja. Moze li funkcija p : F — [0, 1]
za koju vrijedi p (wy) = 0.1, p (wa) = 0.8 i p (w3) = 0.2 biti vjerojatnost?

Rjesenje: Buduéi su {w1}, {wa} i {ws} iskljucivi dogadaji, to po aksiomima

vjerojatnosti mora vrijediti p (1) = 1 s jedne strane i

p () =p{wi} U{wa} U{ws}) = p(w1) +p(w2) +p(ws) = 1.1,

s druge strane. Stoga p ne moZe biti vjerojatnost.
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Primjer 2.13 U nekom mjestu ima 4111 stanovnika. Od toga su 3998 hrvatski
drzavljani, a njih 750 ima strano drzavljanstvo. Kolika je vjerojatnost da slucajno
odabrani stanovnik toga myjesta ima uz hrvatsko, drizavijanstvo barem jos jedne
zemlje?

Prostor Q) elementarnih dogadaja ovog slucajnog pokusa se sastoji od svih stanovnika
mygesta, tj. elementarni dogadaj je da je odabran jedan stanovnik od njih 4111. Do-
gadaj A je da odabrani stanovnik ima hrvatsko drzavljanstvo, dogadaj B je da ima
strano drzavljanstvo, a dogadaj A N B je da ima @ hrvatsko i neko strano drzavl-
janstvo. Tada je

1= p(Q) =p(A)+p(B)—p(ANB) = 22+ B8 _p(ANB) = p(ANB) =
0.9725 4+ 0.1824 — 1 = 0.1549.

2.3.1 Diskretni vjerojatnosni prostor

U slucaju kada je prostor elementarnih dogadaja €2 konacan ili prebrojiv (2 =
{wi,..,wp} ili @ = {w; | ¢ € N}), za familiju svih dogadaja uzimamo partitivni
skup F = P (), pa svih moguéih dogadaja ima 2", a vjerojatnost je dovoljno
zadati samo za elementarne dogadaje p; = p ({w;}). Takav vjerojatnosni prostor
nazivamo diskretnim.

Tada je p(Q) = > pi =p1 +p2 + -+ = 1, a vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A
jednaka je zbrojuzvjerojatnosti svih ishoda uklju¢enih u A (jos ¢emo reéi povoljnih

za A), tj. p(A) = X pi.

w;€A
Primjer 2.14 Iz kutije u kojoj se nalazi 10 crvenih, 4 crne @ 6 bijelih kuglica
se izvlaci masumce jedna kuglica. Ako je elementarni dogadaj odabir bilo koje
kuglice, onda je vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja %. Buduci je prostor
elementarnih dogadaja Q0 konacan (sastoji se od 20 elementarnih dogadaja) to je
odgovarajuct vjerojatnosni prostor diskretan. Vjerojatnost dogadaja "izvucena je
crna kuglica” je 2—10 + % + % + 2—10 = % = 0.2. Vjerojatnost dogadaja "nije izvucena

‘ - _ 0010 |, 6 _
crna kuglica” je 1 — 0.2 = 0.8 ili 55 + 55 = 0.8.

Primjer 2.15 Pokus se sastoji od uzastopnog bacanja jednog novéica. Ishod pokusa

je broj bacanja do prvog nastupa pisma. Pripadni vjerojatnosni prostor se sastoji od
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skupa Q = N, familije dogadaja P (N) i vjerojatnosti zadane samo na elementarnim
dogadagima. Elementarnom dogadaju {k} (u k-tom bacanju novéica je prvi put palo
pismo) pridruzujemo vjerojatnost p ({k}) = 55 (svih moguéih, jednako vjerojatnih,
ishoda (x1,...,xx), gdje x; € {P,G} oznatuje rezultat i-tog bacanja, kod bacanja
novéica k puta ima 2%, a samo je jedan povolini ishod (G,...,G,P)). Sada se
vjerojatnost lako progiri na sve dogadaje. Primgjerice, dogadaj A = {3,4,5} da je
novéi¢ bacen od 3 do 5 puta ima vjerojatnost p (A) = p ({3})+p ({4}) +p ({5}) =
%5+ 21+ 35

Dogadaj B = {2,3,...} da je novéic bacen barem 2 puta ima vjerojatnost

p(B)=p@ -p({1h=1-}3=}
Zadatak 2.16 Neka je vjerojatnost (subjektivna) da e domaéin pobijediti u no-
gometnoj utakmici jednaka 0.5, vjerojatnost da ce igrati nerijeseno jednaka 0.25,
vjerojatnost da nece postici zgoditak jednaka 0.35 1 vjerojatnost da ce izgubiti uz
barem jedan postignuti zgoditak jednaka 0.1. Kolika je vjerojatnost da ce rezultat
biti 0:0, a kolika da ¢e rezultat biti 1:1, 2:2 itd.?

Rjesenje: U ovomu vjerojatnosnom prostoru prostor elementarnih dogadaja
tvore svi rezultati promatrane nogometne utakmice. Vjerojatnost nije zadana za
svaki elementarni dogadaj, vet samo na nekim slozenim dogadajima. Vjerojatnost
da te domacin izqubiti jednaka je 1—0.5—0.25 = 0.25. Vjerojatnost da ce domacin
1zgubitt bez postignutog zgoditka je jednaka 0.25 — 0.1 = 0.15. Vjerojatnost da ce
rezultat biti 0 : 0 (nete izgubiti, a nete ni postiti zgoditak) je 0.35 — 0.15 = 0.2.
Vjerojatnost da ce rezultat biti nerijesen uz postignute zgoditke je 0.25—0.2 = 0.05.

Zadatak 2.17 U nekom drustvu je 1% ljudi s nezavrSenom osnovnom Skolom,
21% sa zavrsenom samo osnovnom $kolom, 78 % sa zavrsenom srednjom Skolom ili
vige, te 11% sa zavrsenom visom skolom, fakultetom ili vise. Kolika je vjerojatnost
da slu¢ajno odabrani gradanin bude sa samo zavrsenom srednjom skolom?

Rjesenje: Ako je A-dogadaj da gradanin nema zavrienu osnovnu Skolu, B-
zavrsenu samo osnovnu, C-zavrSenu samo srednju, D-zavrsenu visu Skolu, fakultet
ili vige, onda je p(A) = 0,01, p(B) = 0,21, p(CUD) = 0,78 i p(D) = 0,11.
Tada je 1 =p() =p(A)+p(B)+p(C)+p(D)=0,0140,21+p(C)+0,11 =
p(C)=1-0.01-0.21—-0.11 =0.67.
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2.3.2 Nediskretni vjerojatnosni prostor

Pretpostavimo sada da su €2 i F neprebrojivi i da vjerojatnost dogadaja poprima
sve vrijednosti iz [0,1]. Proucavat ¢emo vjerojatnosni prostor (2, F,p) takav da
je © = R". Familija svih dogadaja F ne mora biti ¢itav partitivan skup (ima pod-
skupova na R™ koji nisu dogadaji), ali mora sadrzavati sve vrste intervala (a, b)" ,
la,b)", {a,b]" i mora udovoljavati standardnim zahtjevima. Proucavat ¢emo vjero-
jatnost koja je zadana na dogadajima koji su produkti intervala (ishod pokusa je
uredena n-torka realnih brojeva koji su u promatranom intervalu), a zatim se
primjenom svojstava vjerojatnosti definicija prosiruje na sve ostale dogadaje.

Radi jednostavnosti, ogranic¢it ¢emo se samo na slucaj (2 = R, tj. na vjerojatnosni
prostor oblika (R, F,p) kojemu je vjerojatnost p zadana na intervalima, i to po-
mocu funkcije f : R — R, f(z) > 0, x € R, takve da je povrsina izmedu osi x i

krivulje y = f (z) jednaka 1, tj. [ f(z)dz =1.

’ p(-e,2)=1

Definicija 2.18 Ako je vjerojatnost na nediskretnom vjerojatnosnom prostoru
(R, F,p) zadana formulom p ({a,b)) = fbf () dx, koja odreduje vjerojatnost inter-
vala {(a,b) (dogadaja da je ishod pokus; broj iz {(a,b)), onda funkciju f nazivamo
gustotom vjerojatnosti.

Broj p ({(a, b)) odgovara povrsini izmedu intervala (a, b) na osi z i krivulje y = f ().
Vjerojatnost dogadaja {a} (bilo kojeg jednoclanog, a onda i kona¢nog skupa) je

uvijek nula tj. p ({a}) = 0 (povrsina stapica r = a).
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Napomenimo da se analogno pomocu funkcije n-varijabli i visestrukog inte-
grala definira vjerojatnost dogadaja (a,b)" u vjerojatnosnom prostoru (R", F,p).
U nastavku ¢emo navesti neke modele nediskretnih vjerojatnosnih prostora koji se

mogu prepoznati u mnogim prirodnim pojavama.

2.3.3 Normalna distribucija vjerojatnosti

Ako je gustoéa vjerojatnosti f : R — R, f(x) = \/%6—%952’ onda kazemo da

vjerojatnost p ima standardnu normalnu (z) razdiobu

ili distribuciju. Funkcija f je poznata kao Gaussova ili normalna funkcija.

Njezin graf (Gaussova ili z-krivulja) je simetri¢an u odnosu na os y.

Vjerojatnost da je neki broj u intervalu (a, b) jednaka je povrsini lika omedenog
Gaussovom krivuljom, osi z i pravacima x = a i x = b.

U donjoj tablici su izra¢unate povrsine iznad intervala (0, z) , tj. vjerojatnosti

p((0,2)).

Zadatak 2.19 Ako vjerojatnost ima standardnu normalnu razdiobu, odredite vjero-
jatnost da je broj z upao wu interval (0,1.61), (=2,2), (=2,0.5), (0,00), (1.11, c0)
i (—00,—3.075) .

Rjesenje: p((0,1.61)) = 0.4463, p ((—2,2)) =2p((0,2)) =2-0.4772 = 0.954 4,
p((=2,0.5)) = p((—2,0))+p ({0,0.5)) = p ({0,2))+p ({0,0.5)) = 0.4772+0.1915 =
0.668 7,

p({0,00)) = 0.5, p((1.11,00)) = p ({0, 00)) —p ({1.11, 00)) = 0.5—0.3665 = 0.133 5,
p ((—o0,—=3.075)) = p((3.075,00)) = p({0,00)) — p((0,3.075)) = 0.5 — 0.49895 =
0.001 05.
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Normal Curve Areas

M6 07 08 09

N
=

=

S
=
]
®
=

0000 0040 0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 0359
0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0753
0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 .1141
79 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 .24

2257 2201 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549
2580 2611 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2832
2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133
J159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389
10 | 3413 3438 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621

LI | 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830
12 | 3849 3869 3888 3907 3925 3044 3962 3980 3997 4015
L3 | 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
I4 | 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
15 | 4332 435 4357 4370 4380 4394 4406 4418 4420 d44)

LR R T N P W

1.6 | 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
17 | 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
18 | 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706
19 | 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
20 | 4772 ATI8 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817

20 | 4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
22 | 4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890
23 | 4893 4806 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
24 | 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
25 | 4938 4940 4941 4943 4045 4946 4948 4949 4951 4952

26 | 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
27 | 4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
28 | 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
29 | 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986
30 | 4987 4987 4987 4988 4988 4980 4989 4989 4990 4990

Zadatak 2.20 Ako vjerojatnost ima standardnu normalnu razdiobu, odredite vri-
jednost z takvu da je p({(—z,z)) = 0.9. Odredite vrijednost z > 0 takvu da je
p({z,00)) = 0.005 i takvu da je p ((—o0,z)) = 0.975.

Rjesenje: p ((—z,2)) =0.9 = p((0,z)) = 0.45 € (0.4495,0.4505) = z ~ 1.645,
p({z,00)) = 0.005 = p((0,2)) = 0,495 € (2.57,2.58) = z ~ 2.575,
p({—00,2)) = 0.975 = p({(—00,0)) + p({0,2)) = 0.975 = p({0,2)) = 0.475 =
z = 1.96.
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2.3.4 Studentova distribucija vjerojatnosti

Za svaki v € N, postoji funkcija definirana za svaki t € R, koju nazivamo Stu-
dentova t-funkcija s v-stupnjeva slobode, ¢iji graf je simetrican u odnosu na os y
i spljosteniji je nego li graf normalne funkcije. Povetavanjem stupnjeva slobode
(eng. degrees of freedom-df), graf Studentove t-funkcije (¢-krivulja) postaje sve

sliénija z-krivulji, a za velike stupnjeve slobode su te dvije krivulje gotovo iste.

t distribution
(df = 4) t distribution

(df =20)

Kazemo da vjerojatnost kojoj je gustota Studentova t-funkcija s v stupnjeva
slobode ima Studentovu t—razdiobu ili distribuciju s v stupnjeva slobode.
U donjoj tablici su prikazane vjerojatnosti p ((t,00)) = «, tj. povrsine ispod

t-krivulje, izmedu pravca r =t i osi x.

Zadatak 2.21 Ako vjerojatnost ima Studentovu razdiobu s 12, odnosno 13 stupn-
jeva slobode, odredite t > 0 takav da je p ((—t,t)) = 0.95. Posebno odredite t takav
da je p ({(—oo,t)) = 0.995.

Rjesenje:

v | a=p({t o)) t
12| (1-0.95) /2 =0.025 | 2.179
12| 1 —0.995 = 0.005 3.055
131 0.025 2.160
13 0.005 3.012
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0 fxv
[
w A0 10 025 o ] 0025 S0 JO00S
| e .OTE 12T aAl.821 63657 127.32 318.31 636 .62
2 289 EEG 4.303 6965 2925 14,089 23.326 31598
3 T LO3E 3.182 .51 5.841 T.453 10213 12924
4+ 271 533 2.TT6 3747 4,604 5.50% 7.173 B.610
5 267 AT 2.571 3365 4032 4.773 5.803 6. 869
& 265 L 2,447 3.143 3. 707 4317 5. 208 5959
T 263 AlE 2265 2008 2 409 4020 4.TRS 540
8 262 397 2306 2.896 3.355 3.833 4501 5041
9 261 383 2362 2871 3.250 EXr ] 4.297 4781
[ [i] 260 372 2.228 2.7 3169 3.581 4 144 4.587
1 260 363 2.201 2.718 3. 106 3497 4.025 4437
12 259 356 2179 2681 3.065 2428 3930 4318
13 259 1.350 2. 160 2.650 3.012 33r2 3852 4.221
14 258 1.345 2.145 2.624 2977 3.326 3.787 4.140
(I 258 . 1. 241 2,131 2,602 2947 3.733 4.073
16 258 B0 1.337 2.120 2.583 2.921 3686 4015
17 257 HED 1.333 2.110 2.567 2898 3646 3.965
18 257 HER 1330 2.101 2.552 2878 3610 3922
19 257 f.1:1:4 1.328 2.003 2.539 2861 3.5 3883
] 257 OET 1325 200G 2528 2.845 3.552 3 850
21 LTy JGEG 1.323 2.080 2518 2831 3.527 3819
b ] 256 OB 1.321 2.074 2.508 2819 3.505 3.m92
23 256 GRS 1.31% 2069 2500 2.807 3 10 JARS 3767
24 256 GBS 1.318 2064 2492 2.797 3.091 3467 3.745
25 256 84 1316 2,060 2485 2.787 3078 3450 3.725
2 256 et 1.315 2056 2479 2,779 A0ET 3435 3.707
27 256 B 1.314 2.052 2473 2,771 3057 3421 3.690
2 256 68X 1.313 2.8 2467 2.763 3047 3408 3674
29 256 GHEA 1.311 2 s 2462 2756 1038 3 3045 3659
30 256 J6EL 13100 22 2457 2.750 3030 3.385 3046
40 255 HEL 1. 303 2.021 2423 2704 2971 3.307 3551
(] 254 HTD 1 296 2 000 2390 2660 2915 3232 3460
120 254 STT 1.28% 1980 2.358 2617 2,860 3.160 3373
£ 253 6T 1282 1960 2 3% 2576 2. 807 3090 3291

1 =k (broj stupmjeva slobode)

2.3.5 Hi-kvadrat distribucija vjerojatnosti

Za svaki v € N, postoji funkcija f koju nazivamo y?-funkcija s v-stupnjeva slobode,
sa svojstvom f (z) = 0, za sve # < 0. Grafovi tih funkcija (x2-krivulje) su dolje

prikazani u ovisnosti o stupnjevima slobode.
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Kazemo da vjerojatnost kojoj je gustoca y2-funkcija s v stupnjeva slobode ima
x?-razdiobu s v stupnjeva slobode.
U donjoj tablici su prikazane vjerojatnosti o = p ({x?,00)), tj. povrsine ispod

y2-krivulje, izmedu pravca x = x? i osi .

Zadatak 2.22 Ako vjerojatnost ima x*-razdiobu s 10 stupnjeva slobode, odredite
X1; X5 > 0 takav da je p ({0, x7)) = 0.05 = p ({x3,00)) -

Rjesenje: p ((0,x7)) = 0.05 = p((0,00)) — p ((xF,00)) = 0.05 = p ((x},00)) =
1—-0.05=10.95
= x? = 3.94, x2 = 18.31.

Ax?)
4

a2

2 2
Xl-ay2) Xear2
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//\

i,
a
¥ 995 990 975 950 900 500 o 050 025 010 003

1 00+ 00+ 00+ 00+ 02 A5 27 i 5.02 6,63 TEE
2 0l 02 05 1] 2] 139 461 500 7.38 9.21 10,60
3 0 A1 22 35 58 237 625 781 935 1134 1254
4 21 .30 48 J 106 336 71.78 949 11.14 1328 14.86
5 Al 55 B3 115 1.61 435 924 1107 12.83 1509 1675
i 68 &7 1.24 1.64 2.20 535 10.65 12.59 14.45 16.81 18.55
7 99 1.24 1.6 217 283 633 1202 1407 16.01 1848 20.28
£ 134 1.65 2.18 2.13 349 734 1336 15.51 17.53 2000 2196
9 1.73 209 270 333 4.17 B34 14.68 1692 19.02 21.67 2359
10 256 325 3.4 4.87 934 1599 18.31 2048 2321 25.19
1 308 382 4.57 558 1034 1728 19.68 21.92 7 26,76
12 35 4.40 523 630 1134 18.55 21.03 2334 28.30
13 411 501 5.89 T4 1234 19.8] 22.36 474 2769 29.82
14 466 563 6.57 .70 1334 2106 2368 26.12 20,14 3132
15 5.23 6.27 7.26 B35 1434 2231 25.00 2749 30.58 3280
16 581 6.91 7.96 931 1534 235 26.30 2ERS 32.00 3427
17 641 1.56 8.67 1009 1634 2477 2.3 3019 3341 572
18 7.01 823 9.39 10.87 1734 2599 2887 3153 34.81 3716
19 7.63 B2l 102 11.65 1834 27120 014 J285 3619 3858
20 8.26 9.59 10,85 1244 1934 2841 34l 17T 35T 4000
21 8.90 10.28 11.59 13.24 2034 29.a2 3267 3548 3893 4140
¥ ) 9.54 10.98 1234 1404 2134 30.81 33ez J6.TE 4029 42,80
23 10.20 11.69 13.09 1485 2234 3201 35.17 3808 4104 “08
N 10.86 12.40 13.85 15.66 2334 3320 3642 3036 4198 45.56
25 11.52 13.12 1461 1647 2434 3428 3763 4065 #H31 4693
26 12.20 1384 15.38 17.29 2534 35.56 IR .89 4192 4504 48.29
27 12.88 14.57 16.15 18.11 2634 3674 4011 43.19 4696 49065
28 13.57 1531 1693 1894 2734 3792 4134 4446 4828 3099
29 14.26 16.05 17.1 19.77 2834 3909 4256 4572 4959 523
30 14.95 16.79 1840 20060 2934 4026 43.77 4608 50.%9 53.67
40 2216 2443 26.51 29.05 3934 5181 55.76 W34 636 677
50 29.71 32.36 34.76 37.69 4933 6317 67.50 T4 76,15 7949
L] 3748 40.48 43.19 4646 5933 T4.40 79.08 83.30 BB38 21.95
0 4544 48.76 514 5533 6933 8558 9053 9502 10042 10422
80 53.54 5715 60,39 6428 7933 9658 10188 10663 11233 11632
90 61.75 65.65 69.13 7329 8933 107.57 1134 11814 12412 12830
100 70,06 H22 7793 8236 9931 (I1B® 1243 12956 13581 14017

v =k (broj stupmeva slobode)

2.4 Uvjetna vjerojatnost i neovisnost dogadaja

Definicija 2.23 Neka je (2, F,p) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F.
Kazemo da su dogadagi A i B neovisni ako je p(ANB)=p(A)p(B).

Neka je (2, F,p) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F, p(A) > 0. Uvjetna
vjerojatnost dogadaja B pod uvjetom da se (prethodno) dogodio dogadaj A definira

se kao p (B|A) = %.

Ocito, ako su dogadaji A i B neovisni onda je p (B|A) = p(B) . Nadalje, vrijedi
p(ANB)=p(B|A)p(A) =p(A|B)p(B). Opéenito vrijedi:
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Primjer 2.24 Vjerojatnost da iz $esira u kojem se nalaze 3 crne loptice numeri-

rane sa 1,2 i 3, te 4 crvene numerirane sa 1,2,3 14, izvucemo crnu lopticu numeri-

ranu sa 1 je % Vjerojatnost da je izvucena ista loptica, ako smo prethodno vidjeli
1 p(ANB)

1
da je njezina boja crna, je 3, odnosno p (A|B) = S =1 = 3 (A je dogadaj da
7

je izvucena loptica s brojem 1, a B dogadaj da je izvucena crna loptica).

Primjer 2.25 U kutiji se nalazi 21 bijela i 10 crnih kuglica. Iz kutije su izvucene
dvige kuglice, bez vracanja prve kuglice u kutiju. Kolika je vjerojatnost dogadaja da
je druga izvucena kuglica bijela ako se zna da je prva izvucena bijela?

Ako je A dogadaj da je prva izvucena kuglica bijela, a B dogadaj da je druga

izvucena bijela, onda je p (B|A) = % (jedna bijela je izvucena, pa ih je ostalo 30

2120
od tega 20 bigelih). Izratun preko formule je p (B|A) = % = 8 = 2. Moze
31-30

se izracunati da je vjerojatnost dogadaja B, bez da znamo A jednaka p(B) =
212041021 _ 21

3130 31"
Zadatak 2.26 Ako iz drustva od 5 ljudi (3 muskarca i 2 Zene) od kojih su dva
punoljetna muskarca @ jedna punoljetna Zena na vrata pozvoni jedna osoba za koju
se zna da je musko, kolika je vjerojatnost da je punoljetna?

Rjesenje: Vjerojatnost da je osoba i musko i punoljetna je p (AN B) = %
Vjerojatnost da je osoba musko je p(A) = % Trazena vjerojatnost je p (B|A) =
% = % (kao da smo eliminirali iz razmatranja 2 Zenske osobe, pa od 3 preostale

muske izabiremo jednu punoljetnu osobu od moguée 2).

Zadatak 2.27 Banka raspolaze s 3 identicna kompjutorska sustava. Sustavi rade
neovisno s istom programskom podrskom. Prema proizvodacu, vjerojatnost zastoja
hardwarea iznost 0.01. Kolika je vjerojatnost da nastane zastoj u jednom danu sva
3 sustava?

Rjesenje: Oznacimo li sa A; dogadaj da je i-ti sustav u zastoju, onda o¢i-
gledno trazimo p (A; N As N A3), Sto je zbog neovisnosti dogadaja jednako
p (A1) p(As)p(Az) = 0.01% = 0,000001.
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Zadatak 2.28 Od 5 kljuceva samo jedan otvara vrata. Odredite vjerojatnost do-
gadaja da su potrebna 3 pokuSaja da se otvore vrata.
Rjesenje: Ako je A; dogadaj da te se vrata otvoriti u i-tom pokusaju, onda

je trazeni dogadaj A{ N AS N Az, pa je

p(AS 0 A5 0 Ay) = p (A p (A5 p (Ag] (A5 0 A5) = 252 =

Primjer 2.29 [zvodimo pokus bacanja dviju kocki. Ispitajte neovisnost dogadaja:

na prvoj kocki je pao broj 1, a na drugoj broj 2. Nadalje, ako dogadaj A predstavlja

da je na 1. kocki palo 2,3 ili 4, dogadaj B predstavlja da je na 2. kocki palo 4,5 1li 6,

a dogadaj C predstavlja da je ukupan zbroj 10, ispitajte neovisnost ovih dogadaja.
Prostor elementarnih dogadaja je Q2 = {(i,7) | i,j = 1,...,6} pajep ({(i,5)}) =

%. Buduci da dogadagi da je na 1. kocki pao broj i, a na drugoj broj j imaju

vjerojatnost %, to iz % = %3% zakljucujemo da su oni neovisni. Dogadaji A i B

imagu po 18 povoljnih ishoda, dok je C = {(4,6),(6,4),(5,5)}. Vrijedi

p(ANB) = & =1 =p(A)p(B) = 53, p(ANC) = £ # p(A)p(C) = 2=,

p(BNC) =5 #p(B)p(C) = 555

P(ANBNC) =5 #p(A)p(B)p(C).

Zadatak 2.30 Iz podataka u tablici odredite vjerojatnost da slucajno odabrani stu-
dent bude Zenska osoba koja studira ili medicinske ili tehnicke znanosti. Nadalje,
odredite vjerojatnost da je slucajno odabrani student muska osoba ako je poznato

da studira medicinu, te ispitajte jesu li dogadaji Ay i By neovisni.

Studij muski (By) | Zenski (By) | ¥
prirodne znanosti (A;) 1132 1775 2907
tehnicke znanosti (As) 12883 5309 18192
medicinske z. (As3) 1614 3098 4712
biotehnicke z. (Ay) 1969 1422 3391
drustvene i humanisticke z. (As) 19546 20907 40453
umjetnicke akademije (Ag) 474 574 1048
)y 37618 33085 70703
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RjeSenje:
3098 4 5309
B AsUAy) = —— =0.11
P(B:0 (AU 42)) ooz S,
B.AA 1614
p(Bi|As) = P 1A ) _ 10103 = (.3425.
P (As) 70703
Buduti je p (A; N By) = =552 = 0.016,

ap(A)p(Br) = 255 - 30088 — 0.0219, to su ovi dogadaji ovisni.

2.5 Potpuna vjerojatnost i Bayesova formula

Definicija 2.31 KaZemo da je konacna ili prebrojiva mnoZina nepraznih dogadaja
{H; | i € I C N} vjerojatnosnog prostora (2, F,p) potpun sistem dogadaja na
Q akoje JH, =Q i H,NH; =0, za svaki i # j.
i€l

Tada za proizvoljan dogadaj A vrijedi A = (AN Hy) U (AN Hy)U--- iz Cega
dobivamo formulu potpune vjerojatnosti
p(A) =p(H1)p(AlH1) + p(H2) p (A[H2) +--- .

Dijeljenjem sa p (A) dobivamo

1 = HHUplllh) o pUIRCAT) o — PURRA) | PURRA) o — p (Hy|A)+p (Ho| A)+

Time smo dobili novu, tzv. uvjetnu vjerojatnost p4 na prostoru (A, Fa,pa),
gdje je F4 familija svih dogadaja B4 oblika By = BN A, B € F. Uvjetna vjero-
jatnost p4 je definarana sa ps (Ba) = p(B|A).

Primjer 2.32 Neka je (2 =1{1,2,3,4,5,6},F =P (Q),p) vjerojatnosni prostor
slutajnog pokusa bacanja kocke. Oznatimo sa A dogadaj: "na kocki je pao paran
broj". Dogadaji Hy = {1,2}, Hy = {3,4}, Hy = {5,6} tvore potpuni sistem do-
gadaja na ). Dogadaj AN Hy predstavlja dogadaj koji se sastoji od ishoda "na kocki
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je pao broj 2" i tumacimo ga kao dogadaj: "na kocki je pao paran broj i pao je broj 1
ili 2". S druge strane dogadaj H1|A se takoder sastoji od istoga ishoda a tumacimo
kao dogadaj: "na kocki je pao broj 1 ili 2 uz uvjet da znamo da je pao paran broj".
Skupovno su dogadagi ANH; i Hq|A jednaki, no razliku uoéavamo tek promatrajuéi
ih kao dogadagje vjerojatnosnih prostora (Q, F,p) i (A, Fa={ANX | X CQ},pa)

redom. Vjerojatnost prvog dogadaja je p (AN Hy) = %, a (uvjetna) vjerojatnost

p(ANHY) _ §

drugog dogadaja je pa (Hia) = 5 $to je jednako p (H,|A) = )

wl—jo

Ako je Hy, H,, ... potpuni sistem dogadaja na 2, onda, za svaki ¢, vrijedi sljedeca

formula koju zovemo Bayesovom formulom:

Hj|A) = pUinA) _ _p(Hi)p(AlH:)
PUHIA) = 5587 = S5 i o)
J

Primjer 2.33 Sijalica moze pripadati trima raznim serijama Sy, Se 1S3, pri cemu
su p; = 0.25, ps = 0.5 © p3 = 0.25 vjerojatnost da sijalica pripada seriji Sy, Sa @
Ss, redom. Vjerojatnost da ce sijalica iz Sy sijati barem 1000 sati je 0.1, iz Ss je
0.2, a iz S3 je 0.4. Odredite vjerojatnost dogadaja da e slucajno izabrana sijalica
sijati barem 1000 sati. Nadalje, ako je poznato da je sijalica sijala barem 1000 sati
odredite vjerojatnost da je ona iz trece serije.

Ako je A dogadaj da je slucajno odabrana sijalica sijala barem 1000 sati, a
H; dogadaj da sijalica pripada seriji S;, i = 1,2,3, onda vrijedi A = (AN Hy) U
(AN Hy) U(ANH;) i Hy, Hy i H3 Cine sistem potpunih dogadaja. Stoga vrijedi
p(A)=p(ANH)+p(ANH:)+p(ANH;) =
p(A) =p(Hy)p (A[Hy) + p(H) p (AlH2) +p (Hs) p (A|Hs) =
0.25-0.1+0.5-0.2+0.25-0.4 = 0.225.

Napokon, vjerojatnost da slucajno odabrana sijalica iz skupa onih koj ce sijati

p(Hs)p(AlH3) _ 025:04 _ ()}

p(A) 0.225

barem 1000 sati bude iz serije Ss je p (H3|A) =

Zadatak 2.34 Na ispit je izaslo 70% studenata koji polazu prvi put. Na prethod-
nom roku od 100 studenata koji su izasli prvi put proslo th je 50, a od 50 studenata
koji su i prije izlazili na ispit proslo je njih 20. Odredite vjerojatnost da ¢e slucajno
odabrani student na novom roku proci ispit, te vjerojatnost da je slucajno odabrani
1z skupine studenata koji su vec polagali taj ispit, ako znamo da je taj student

poloZio ispit .
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Rjesenje: Ako je A dogadaj da je student poloZio ispit, H, dogadaj da stu-
dent prvi put polaze © Hy dogadaj da ne polaze prvi put, onda su zadane sljedece
(a priori i a posteriori) vjerojatnosti p (Hy) = 0.7, p(Hy) = 0.3, p(A|H;) = 0.5 ¢
p (A|Hy) = 0.4. Slijedi

p(A)=p(ANH))+p(ANHy)=p(Hy)p(AlHy) + p(H2)p(A|Hs) = 0.47 i

p (Hp|A) = PG — 0504 — 925,

Istaknimo da uvjetne vjerojatnosti p (A|Hy) i p (A|Hz) tumacimo kao vjerojat-

nosti da slucajno odabrani student 1z skupa studenata koji prvi put polazu, odnosno
ne polaZu prvi put, poloZi ispit. S druge strane vjerojatnostip (AN Hy) ip (AN Hsy)
tumacimo kao vjerojatnost da slucajno odabrani student iz skupa studenata koji su

1zasli na spit prvi puta polaze, odnosno ne polaze prvi put, i polazi taj ispit.



Poglavlje 3

Slucajna varijabla

3.1 Diskretna sluéajna varijabla

Pri pracenju nekoga pokusa zanimamo se za neko numericko obiljezje X toga
pokusa. Kod numerickih varijabli populaciju su tvorili svi pokusi i svakom pokusu
varijabla je pridruzivala njegovo numericko obiljezje. Kod kona¢ne populacije
svakom numerickom obiljezju se pridruzivala njezina relativna frekvencija i takvu
funkciju smo nazivali distribucijom relativne frekvencije numericke varijable. No,
kod beskonac¢nih populacija pojam relativne frekvencije nekoga numerickoga obil-
jezja nema smisla i umjesto njega koristimo se pojmom vjerojatnosti dogadaja
kojemu pridruzujemo to numericko obiljezje. No, to znaci da moramo krenuti
od vjerojatnosnoga prostora (€2, F,p) i svakom ishodu (elementarnom dogadaju)

pokusa w € Q) pridruziti neki broj (obiljezje).

Definicija 3.1 Neka je (2, F,p) vjerojatnosni prostor. Neka funkcija X : Q — R
koja svakom ishodu w pridruzuje realni broj x = X (w) poprima konaéno ili najvise
prebrojivo vrijednosti xy, T, .... Ako je X (z;) € F, za svaki i, onda X nazivamo

diskretnom slué¢ajnom varijablom.

Ako je (Q,F,p) diskretni vjerojatnosni prostor (§2 je prebrojiv i F = P (Q))
onda je svaka funkcija X : {2 — R diskretna sluc¢ajna varijabla.

Koristit éemo oznake (X = z) za {w € Q | X (w) = 20} i analogno (X < zg) =
{we Q| X (w) <z} i sliéno.

o4
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Neka diskretna slucajna varijabla poprima vrijednosti z1, s, ... i neka je p; =
p(X =u;),i=1,2,.., vjerojatnost dogadaja koji se sastoji od onih ishoda kojima
slucéajna varijabla pridruzi broj z; (dogadaj da slucajna varijabla ima vrijednost
x;). Skup uredenih parova {(z1,p1), (x2,p2), ...} nazivamo distribucijom sluca-

jne varijable X.

Definicija 3.2 Ako postoji suma x1p1+xaps+- -+ onda ju nazivamo otekivanjem

sluéagne varijable X i taj broj oznacujemo sa E [X].

Ocekivanje F [X]| odgovara aritmetickoj sredini p numericke varijable zadane
na konac¢noj populaciji s vrijednostima x, xs, ...,y 1 odgovaraju¢im relativnim
frekvencijama py, ..., pn, pa se ovi brojevi ¢esto i jednako oznacuju sa pu.

Ako je p ocekivanje slucajne varijable X, onda ocekivanje slucajne varijable

2 . . o .. . L. i
(X — p)” nazivamo varijancom slu¢ajne varijable X i oznac¢ujemo ju sa
Var [X] = 02, a standardnom devijacijom D [X] = ¢ nazivamo broj vo2.

Vrijedi 02 = E [(X — ;z)2] =1 —p)’pr+ (22— p)’pat---.

Primjedba 3.3 Svaku (statisticku) numericku varijablu X : S — R zadanu
na konacnoj populaciji S od N elemenata koji poprimaju k razlicitih vrijednosti
X1, ..., Tk, mozemo promatrati kao diskretnu slucajnu varijablu na sljedeci nacin:
Definiramo prostor elementarnih dogadaja §2 elementi kojega su ishodi w; = "element
populacije ima obiljezje x; ", 1 = 1, ..., k. Za svaki taj ishod uzimamo vjerojatnost p;
koja odgovara relativnoj frekvenciji obiljeZja x;. Na takav nacin je definiran vjero-
jatnosni prostor (0, F,p), a sluéajna varijabla X : Q — R pridruzuje ishodu w;
broj x;. Ocekivanje 1 varijanca te slucajne varijable odgovaraju aritmetickoj sredini
i varijanci pocetne statisticke varijable. Nadalje, svaku diskretnu (statisticku) var-

1ablu zadanu na beskonacnom skupu mozZemo promatrati kao diskretnu slucajnu

varygjablu pri temu su vjerojatnosti p; elementarnih dogadaja w; = "element pop-
ulacije 1tma obiljezje x;" definirane kao limesi ]\}im % odgovarajucih relativnih
— 00

frekvencija, kad opseq populacije N teZi u beskonacnost.

Primjer 3.4 Temperature zraka (zaokruzene) izmjerene u travnju 2011. u Splitu
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u 12 sati su dane u tablici.

temperatura | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
fi 014 |8 (2 |3 |1 |1 |1

Tablica predstavlja distribuciju numericke varijable X : {1.,2.,...,30.} — R koja
svakom danu u mjesecu travnju pridruiuje izmjerenu temperaturu. Aritmeticka
sredina (prosjetna temperatura za travanj) je p = % - 18+ % 19+ + % <25 =
19.867. Definirajmo prostor elementarnih dogadaja Q2 = {w; | i =0,...,40} kojeg
tvore elementarni dogadaji w; = "temperatura w Splitu izmjerena u 12 sati v nekom
danu u travnju je i-stupnjeva Celzijusa". Za vjerojatnost elementarnog dogadaja
w; cemo staviti relativnu frekvenciju p; = % temperature i°C izmjerene u travnju
2011. t3. p; =0, za1 < 18, p1g = %, D19 = %,..., Doy = 3—10. Sada je diskretna
vjerojatnost p definirana na svakom dogadaju iz F = P (). Na takav nacin
smo definirali diskretni vjerojatnosni prostor (2, F,p), pa statisticku varijablu X

moZemo promatrati kao slucajnu varijablu X : Q — N definiranu sa X (w;) = 1.

Ocekivange te slutajne varijable je E [X] = 19.867.

U prethodnom primjeru statisticka varijabla opisuje samo postojece stanje do¢im
slucajna varijabla daje model kojim se anticipiraju dogadaji u budu¢nosti. Prim-
jjetimo da je taj model utemeljen na empirijskim (aposteriori) vjerojatnostima.
Slucajna varijabla koja modelira odredeni sluc¢ajni pokus iz realnog zivota je vjero-
dostojnija ako su vjerojatnosti dobivene kao relativne frekvencije obiljezja proiza-
slih iz $to je moguce vise izvedenih pokusa. Slucajna varijabla iz prethodnog
primjera predstavlja model za odredivanje zaokruzene temeperature u 12 sati bilo
kojega dana u travnju u Splitu. No, taj model bi bio bolji da smo za odgovarajuce
vjerojatnosti mogli staviti relativne frekvencije pojedinih zaokruzenih temperatura
izmjerenih u posljednjih 100 godina u travnju. Sluc¢ajna varijabla moze i modeli-
rati neke pojave koristeci teorijske (apriori) vjerojatnosti koje se odnose na neke
pokuse. Naime, kod izvodenja nekog pokusa deskriptivna statistika pomocu statis-
ticke varijable moze samo detektirati rezultate toga pokusa iz kojih nije razvidna
neka zakonitost jer se odnose na samo konkretno izvedene pokuse. S druge strane,
inferencijalna statistika pomocu slucajne varijable nudi teorijski ocekivane rezul-

tate koji se odnose na svaki pokus takve vrste.



POGLAVLJE 3. SLUCAJNA VARIJABLA 57

Primjer 3.5 Neka se pokus sastoji u bacanju novcica 3 puta zaredom i neka sluca-
jna varijabla biljezi koliko puta je palo pismo. Ova slucajna varijabla X je defini-
rana na vjerojatnosnom prostoru (2, P (X),p) gdje je Q =
{(i,7,k) | i,j,k = 0,1} . Prostor elementarnih dogadaja se sastoji od ishoda w, =
(0,0,0) (niti jednom nije palo pismo), wy = (0,0,1) (samo jednom, u trecem ba-
cangu je palo pismo), ws = (0,1,0), wy = (0,1,1),ws = (1,0,0), weg = (1,0,1),
wr = (1,1,0) wg = (1,1, 1) . Slucajna varijabla poprima ove vrijednosti X (wy) = 0,
X (w2) = X (w3) = X (ws) =1, X (wa) = X (wg) = X (wy) =217 X(ws) =3, a
pripadne vjerojatnosti su
sto kratko zapisujemo kao X = (? 3 ?) .
Primjerice, dogadaj da sluéajng(;z varij?zblz poprima vrijednost vetu od 1 pisemo
Otekivanje ove slutajne varijable je E [X] = §-0+3-143.24+£3 =2 =2 =15
Varijanca je 0% = 1-(0 — 1.5)°+3-(1 — 1.5)>+2-(2 — 1.5)*+1.(3 — 1.5)> = 0.75.

oW =

PX=0) = L=p(X=3), p(X=1) = I —p(X —2),
(X >1) = (X =2)U (X =3) i on ima vjerojatnost p(X > 1) =2 + 1 =0.5.

0,4

0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0 ; ; ; ;
0 1 2 3

U bilo kojem konkretnom pokusu bacanja tri novcica odjednom, ponovljenom

Distribucija
slucajne
varijable

konacno mnogo puta, statisticka varijabla biljezi broj pojavljivanja pisma svakog
1zvedenog pokusa, a relativne frekvencije obiljeZja 0,1,2 1 3 ove statisticke vari-
jable se ne moraju podudarati s teorijskim vjerojatnostima p (X =0), p(X =1),
p (X =2) ip(X = 3) dogadaja iz gore definiranog vjerojatnosnog prostora. No, za

dovolyno veliki broj ponavljanja one ce biti priblizno jednake.
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3.1.1 Bernoullijev pokus i binomna razdioba

Pretpostavimo da u nekom pokusu vjerojatnost nekog dogadaja A iznosi p, odnosno
vjerojatnost da ne nastupi taj dogadaj, tj. vjerojatnost od A° je 1 — p. Nadalje,
pretpostavimo da se vjerojatnost toga dogadaja ne mijenja pri ponavljanju pokusa.
Takav dogadaj i pokus nazivamo Bernoullijevim.

Bernoullijev pokus je npr. bacanje novcica, bacanje kocke, izvlacenje kuglice
iz neke kutije tako da kuglicu vracamo u kutiju nakon izvlacenja, a odgovarajuci
Bernoullijevi dogadaji su: "palo je pismo", "pala je Sestica", "izvucena je toc¢no

odredena kuglica".

Definicija 3.6 Ako Bernoullijev pokus ponavlijamo n puta, a slu¢ajna varijabla X,
svakoj seriji od n pokusa (svakoj uredenoj n-torki ishoda jednog pokusa) pridruzuje
ukupan broj ishoda dogodaja A, onda varijablu X, nazivamo binomnom sluca-

gnom varijablom i kazemo da ima binomnu B{n,p} razdiobu.

Teorem 3.7 Distribucija binomne sluc¢ajne varijable B {n,p} (binomna distribu-
cija) je zadana sa p (X, =k) = #Lk),pk (1—p)" " = (M)t (1 —p)" k=

0,...,n.

Svaku diskretnu slu¢ajnu varijablu koja poprima vrijednosti iz skupa {0, 1, ..., n},
a za koju postoje p i n takvi da joj je distribucija B {n,p} nazivamo binomnom
slucajnom varijablom.

Broj p (k) ozna¢uje vjerojatnost da se u n ponavljanja pokusa dogadaj A dogodi
toc¢no k puta.

Primjerice, vjerojatnost da u 5 bacanja kocke 2 puta padne broj 6 je p (X = 2) =

| 2 3 —

a - (5) - (8) = s < 0.16.
Teorem 3.8 Ocekivanje binomne slucajne varijable s B {n, p} razdiobom je E [X,] =
np, a standardna devijacija je D [X,| = 0 = /np (1 —p).

Za jako velike n (np > 41in (1 — p) > 4) binomna distribucija se moze dovoljno
dobro opisati s normalnom distribucijom (odgovaraju¢om formulom za normalnu

distribuciju).
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Na slici su prikazane binomne distribucije B {5,0.5}, B {5,0.25} i B{5,0.1}.

A
0.7
0.6
0.5 4
=0.50 p=0.25
p 0.4 - 4
0.3 -
I I 0.2
| 0.1
. l,, - ()AO‘L' -J_——-—>
DRSNS L-A 012345 k
0.7
0.6
?): p=0.10
0.3

01234 5 k

Primjer 3.9 Iz kutije koja sadrzi 4 bijele i 6 crnih kuglica izvlacimo 5 puta za
redom po jednu kuglicu i vracamo ju u kutiju. Kolika je vjerojatnost da smo toéno
3 puta, odnosno najvise 3 puta, izvukli bijelu kuglicu? Koje je ocekivanje slucajne
varijable koja registrira broj povoljnih ishoda u 5 izvlacenja?

Ova slucagna varigabla je binomna s distribucijom B {5

: 3 2
nosti sup(X =3) =325 (56) - ($)" = 42 =0,2304,

PX<3)=1-p(x>3)=1-p(X =4)—p(X =5)=1- 25 ()" (&) -

5! 4\5 6\0 2853 4111 \10
5100 (E) : (E) = 55 ~ 0.913.

Ocekivange je E [X]| = np = 2.

4 o . .
,1—0}. Trazene vjerojat-

Primjer 3.10 Prodavac u dogovoru s proizvodacem daje jednogodisnje jamstvo na

neki uredaj. Prema podacima iz prijasnjeg razdoblja, 15% kupaca prijavijuje kvar

u jamstvenom roku. Ako je jednoga dana prodano 8 wredaja i ako varijabla X

biljezi broj prijavljenih kvarova uredaja u jamstvenom roku, kako glasi distribucija

slucagne varijable X, te kolika je njezina ocekivana vrijednost 1 devijacija.
Slucagna varijabla je binomna s distribucijom B {8,0.15} . Distribucija je dana

formulom p (k) = ﬁik)lo.w’f 0.855 7% k£ =0,...,8, a vrijednosti su dane u tablici:

X 0 1 2 3 4 5 6,7,8

p(X =x;) 0272 0.384 0.237 0.083 0.018 0.002 0
Ocekivanje je p = np = 8- 0.15 = 1.2, a standardna devijacija je 0 =
Vnp (1 —p) =+/1.02 ~ 1.00995.
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Zadatak 3.11 Ako se bacaju dvije kocke istovremeno 30 puta, odredite otekivani
broj dobitka broja 3 1 4 w istom bacanju.

Rjesenje: Vjerojatnost da padnu 3 © 4 u istom bacanju je p = % = %8 =
0.05. Slutajna varijabla koja registrira broj dobitka para 3 i 4 u 30 bacanja je

binomna s distribucijom B {30, 0.05} . Distribucija je zadana formulom

30! : :
0.05% (1 —0.05

)30fk
k(30 — k)! '

p(X =k)=

Ocekivange je = FE[X] = 0p (0) + 1p (1) +--- + 30p (30) = np = 30 - 0.05 = 1.6.

3.1.2 Poissonova razdioba

Definicija 3.12 KaZemo da diskretna slucajna varijabla X koja poprima vrijed-
nostt u Ny tma Poissonovu distribuciju ako postoji A > 0 takav da je njezina

distribucija zadana sa p (X = k) = %, kE=0,1,...

Teorem 3.13 Ocekivanje varijable X s Poissonovom distribucijom je p = E [X]| =
\, a standardna devijacija je 0 = D [X] = V/\.

Poissonova razdioba je grani¢ni sluc¢aj niza binomnih varijabli X, s parametrima
n, p, Uz granicni prijelaz n — oo, ali tako da n - p,, ostaje konstanta.

Za jako male vjerojatnosti (p < 0.08) i veliki broj pokusaja (n > 1500p),
binomna distribucija se moze dovoljno dobro opisati pomoc¢u Poissonove i njezina
analiza je tada laksa (primjerice broj dobitaka brojeva 3 i 4 u istom bacanju
dvije kocke, ako se broj bacanja n stalno ponavlja mnogo puta, se aproksimira
slucajnom varajablom s Poissonovom distribucijom uz A = n%) Za dovoljno
veliki A Poissonova distribucija se priblizno moze opisati normalnom.

Poissonova distribucija je prikladna za opis pokusa koji se sastoji u mjerenju
broja povoljnih ishoda u odredenoj (jednakoj) vremenskoj jedinici, jedini¢noj povrsini,
udaljenosti, volumenu i sl., a vjerojatnost nastanka toga dogadaja je jednaka za
svaku jedinicu vremena, povrsine, udaljenosti, volumena itd., ishodi pokusa su
neovisni, a ocekivana vrijednost broja povoljnih ishoda dogadaja po jedinici je

jednaka A. Primjerice, takvi pokusi su oni koji biljeze: broj ljudi oboljelih od
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gripe u nekom fiksnom periodu, broj autobusa koji dodu na stajaliste u nekom
fiksnom vremenu, broj meteora vidljivih kroz neko fiksno vrijeme, broj gledatelja
odredene utakmice, broj umrlih stanica u dijelu organizma u nekom fiksnom vre-
menu, broj Cestica nastalih u nekom fizikalnom eksperimentu...

Kod navedenih primjera parametar A Poissonove razdiobe se u svakom pojedi-
nom slucaju odreduje eksperimentalno u ovisnosti o promatranom uzorku (izjed-
nacimo ocekivanje ;1 = A s aritmetickom sredinom uzorka).

Na slici su prikazane Poissonave distribucije za parametre p = A = 1,2, 3, 4.
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Primjer 3.14 Ako je srednja vrijednost dolazaka autobusa na istu stanicu u odre-
denom vremenskom intervalu u nekoliko tjedana promatranja jednaka 3, odredite
vjerojatnost da u tom razdoblju ne dode niti jedan autobus, da ih dode 3, te da ih
dode 4.
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Koristimo empirijski podatak o srednjoj vrijednosti T za ocekivanje (n = E [X] =
M) slutajne varijable s Poissonovom distribucijom. Naime, iskustveno polazimo od
pretpostavke da slucajna varijabla koja biljezi broj dolazaka autobusa na isto mjesto
u fiksnom periodu ima Poissonovu razdiobu. Stoga je vjerojatnost zadana formu-
lom p (X = k) = <2 Trazene vjerojatnosti su p (X = 0) = <23° = ¢=3 ~ (.049,

k! 0!
p(X =3) =2 ~0224, p(X =4) = 2 ~0.168.

4!

3.1.3 Hipergeometrijska razdioba

Bernoulijev pokus najlakse opisujemo kao izvlacenje, n puta uzastopce, jednog
elementa iz skupa od N elemenata od kojih M elemenata ima svojstvo A , a pre-
ostalih V — M elemenata nema svojstvo A. Nakon §to smo izvukli neki element,
vratamo ga natrag u skup, i postupak ponavljamo. No, ako u n izvlacenja ele-
ment ne vracamo natrag u skup, ve¢ ga ostavljamo sa strane, vjerojatnost da se
izvuce element sa svojstvom A se mijenja u svakom sljedetem pokusaju. Samo
u prvom pokusaju je p = % (Ovaj pokus smijemo zamisljati kao da odjednom
izvla¢imo n elemenata iz skupa od N elemenata). Varijablu koja biljezi koliko
puta je nastupio dogadaj A (tj. izvucen element koji ima svojstvo A) nazivamo
hipergeometrijskom sluc¢ajnom varijablom.
Distribucija hipergeometrijske sluc¢ajne varijable (hipergeometrijska distribu-

cija s parametrima n, N i M) je zadana sa

. - (M—k)!k!(]\;if!i];,tl_}r{zik)!(n—k)! o (%)({;f) o o
p(X =k) = N =  k=0,...,n, k< M, n—k<
(N—n)!n! n
N — M.

Svaku diskretnu slu¢ajnu varijablu koja poprima vrijednosti iz skupa {0, 1, ..., n},
a za koju postoje n, N i M takvi da joj je distribucija hipergeometrijska s para-

metrima n, N i M nazivamo hipergeometrijskom slu¢ajnom varijablom.

Teorem 3.15 Ocekivanje hipergeometrijske slucajne varijable s parametrima n,
N iMjeu=F[X]= n%, a standardna devijacija je

=D (X) = ¥ (-8 3

Kad je n < 0.005N hipergeometrijska distribucija se aproksimira binomnom.
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Na slikama su prikazane hipergeometrijske distribucije za n = 5, N = 100 i
M = 50,251 10.

: 2

07

0.6

0.5

(14 p=0.10

03

0.2

0.1

O

12345 &k

Zadatak 3.16 Proizvodac isporucuje kupcu posiljku od 15 komada nekog proizvoda,
medu kojima se nalaze 4 neispravna. Zbog nemogucnosti kompletne provjere kupac
moze provjeriti samo 4 slucajno odabrana komada iz posiljke. Kolika je vjerojatnost
da ce kupac prihvatiti posiljku ako u njoj moze tolerirati najvise jedan neispravni
komad? Koje je ocekivanje?

Rjesenje: Buduéi da kupac provjerava 4 razlicita slucajno odabrana komada
1 nakon provjere komad ne vraca natrag, vet uzima neki drugi, to je slucajna vari-
jabla, koja biljezi broj neispravnih u uzorku od 4, hipergeometrijska s parametrima
n =4 N =151 M = 4. TraZena vjerojatnost je p(X <1) = p(X =0) +

px =1 = 8y BE) 0503 B -0 — 10

3.1.4 Geometrijska razdioba

Ako se Bernoulijev pokus ponavlja sve dok se ne dogodi Bernoulijev dogadaj A
koji u svakom pokusu ima istu vjerojatnost p, onda se sluc¢ajna varijabla X koja
biljezi koliko je puta pokus izveden dok nije nastupio dogadaj A naziva geometri-
jska slucajna varijabla. Ona poprima vrijednosti iz N, a njezina distribucija je
p(X =k) = p(1 —p)* ' i nazivamo ju geometrijskom distribucijom s para-
metrom p. Svaku varijablu s ovakvom distribucijom nazivamo geometrijskom

slucajnom varijablom.

Teorem 3.17 Ocekivanje geometrijske slucajne varijable s parametrom p je E [X| =

1-p
1+p.
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Varijabla koja biljezi koliko je bacanja dviju kocki potrebno dok ne padnu
istovremeno dvije Sestice je geometrijska sluc¢ajna varijabla s p = % = 0.027.

Primjerice p (X = 1) = 0.027, p (X = 2) = 0.027 - (1 — 0.027) ~ 0.0262,

p(X =3) = 0.027- (1-0.027)" ~ 0255, p(X = 4) = 0.027 - (1 —0.027)" ~
0.0248,

p (X =10) = 0.027 - (135— 0.027)" ~ 0.0211.

Ocekivanje je u = 1+ 3& = 36.

36

3.1.5 Pascalova razdioba

Ako se Bernoulijev pokus ponavlja sve dok se ne dogodi Bernoulijev dogadaj A
(koji u svakom pokusu ima istu vjerojatnost p) to¢no n puta, onda se slucajna
varijabla X koja biljezi koliko je puta pokus izveden dok nije nastupio dogadaj A
to¢no n puta naziva Pascalova sluéajna varijabla. Ona poprima vrijednosti
n,n+ 1,n+ 2, ..., a njezina distribucija je p (X = k) = %p” (1—p)f "=
(flj)p” (1— p)k_” i nazivamo ju Pascalovom distribucijom s parametrom p

i n. Svaku varijablu s ovakvom distribucijom nazivamo Pascalovom sluc¢ajnom

varijablom.

Teorem 3.18 Ocekivanje Pascalove slucajne varijable s parametrima p i n je
E[X]zn(1+%).

Primjer 3.19 Izracunajte ocekivani broj bacanja kocke dok se Sestica ne pojavi 3
puta, te vjerojatnost da je bilo potrebno najvise 4 bacanja za to.
Poznato je: m = 3, p = ¥ = 0.16. Stoga je E[X] = 3 (1 +

= 18
6 ) =1,
p(X <4)=p(X=3)+p(X =4)~ 0.167>+3-0.1673 - (1 — 0.167) = 0.016296.

ool

3.1.6 Jednolika distribucija

Definicija 3.20 Diskretnu slucajnu varijablu X koja poprima konacno mnogo vri-

jednosti 1, ...,x, i za koju je p(x1) = -+ = p(x,) = % nazivamo jednoliko

(uniformno) distribuiranom varijablom.
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Primjerice varijabla koja biljezi broj karte koja je izvucena od 40 karata je
jednoliko distribuirana slu¢ajna varijabla jer svi brojevi imaju istu vjerojatnost da

budu izvuéeni 1 ona iznosi % =0.1.

3.2 Slucéajna i kontinuirana varijabla

Definicija 3.21 Neka je (2, F,p) vjerojatnosni prostor. Funkciju X : @ — R

naziwvamo sluéajnom varigablom ako je X' ({a,b)) € F za svaki a,b € R.

Kao 1 kod diskretne slucajne varijable koristimo oznake p (a < X < b) =
p(X7Ha, b)), p(X <a) =p(X " (-00,a)), ...

Ocito je i diskretna slucajna varijabla X slucajna varijabla, no sada taj poseban
tip slucajne varijable mozemo poopciti dopustajuéi da X poprimi neprebrojivo
mnogo vrijednosti, ali da postoji konacan ili prebrojiv skup D C R takav da je
p(XeD)=1

Definicija 3.22 Funkcijom distribucije od X nazivamo funkciju Fx : R —

0,1] definiranu izrazom Fx (a) = p (X < a).

Ocito za diskretnu slu¢ajnu varijablu X, funkcija distribucije Fix : R — [0, 1] je

definirana sa F'(z) = Y p(X = d), a ocekivanje je p = E[X]| = Y d-p(X = d),
deD deD
d<z

gdje je D C R takav da je p(X € D) = 1.

3.2.1 Kontinuirana slué¢ajna varijabla

Definicija 3.23 Za sluc¢ajnu varijablu X kazemo da je neprekidna (kontinuirana)
b
ako postoji nenegativna funkcija f : R — R takva da jep (a < X <b) = [ f (z)dz,

za svaki a,b € R, a < b. Funkciju f nazivamo gustocom slucajne varijable a

njezin graf krivuljom distribucije.

Primijetimo da neprekidna slucajna varijabla moze poprimiti bilo koju vrijed-

nost iz barem jednog intervala (a,b) (pa se ponekad u literaturi tako i definira),
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a isto tako da je diskretna ona koja moze poprimiti samo konac¢no ili prebrojivo
mnogo vrijednosti. U nastavku ¢emo pod slu¢ajnom varijablom podrazumijevati
diskretnu ili kontinuiranu slucajnu varijablu.

Funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable X gustote f je dana sa
Fx (x0) f f(x

Vrijedi 1 =p(X € R) = ff Ydrip(X =20)=0= [f(2)dx

3.2.2 Ocekivanje

Definicija 3.24 Ocekivanjem neprekidne sluéajne varijable X gustote f nazi-

vamo broj (ako postoji) p = E[X]| = f x)dz, a odgovarajuéom standard-

nom devijacijom nazivamo broj o = \/ [ (z— (x) dz, odnosno

varijancom broj o? = Var [X].
Sljedece tvrdnje vrijede za svaku sluc¢ajnu varijablu.

Teorem 3.25 Ako su X 1Y sluc¢ajne varijable s otekivanjima E [X] ¢ E[Y], onda
varijable ¢ = const, ¢X i X +Y imaju sljedeta ocekivanja E [c] = ¢, E [cX] =
cE[X] i E[X+Y]=FE[X]+ E[Y]. Nadalje, vrijedi D [X] = [X2] ( (X])*.

Teorem 3.26 (Cebisev) Neka je X slucajna varijabla s ocekivanjem p i stan-
dardnom devijacijom o, te k € R, k > 1. Tada je p(X € (u— ko, pu+ ko)) >

1
1- .

Primjerice, vjerojatnost da vrijednost slucajne varijable X bude u intervalu
(i — 20, 11+ 20) je uvijek barem 0.75, a vjerojatnost da bude u intervalu
(p— 30,11+ 30) je 0.8...

Ako je X slucajna varijabla s ocekivanjem p i devijacijom o, slu¢ajnu varijablu
Z =%t (Z: Q>R Z(w) = W) nazivamo pripadnom standardiziranom

Varijablom. Standardizirana varijabla ima ocekivanje 0 i devijaciju 1.
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Primjer 3.27 Ako slucajna varijabla trajnosti auto guma nekog proizvodaca ima
ocekivange 40000 km i devijaciju 4000, kolika je najmanja vjerojatnost da ¢e gume
trajati izmedu 34000 ¢ 46000 km?

Nadimo najprije standardizirane vrijednosti z; =

__ 46000—40000 _ 5 e :
z2 = 4000 = L1.5. TraZena vjerojatnost je

34000—40000 __ —-1.5

4000 t

p(z€(~15,15) =p(z€(0—1.5-1,04+1.5-1))

1 ona je, po Cebisevom teoremu, veta od 1 — % = 0.5.

3.3 Modeli kontinuiranih slu¢ajnih varijabli

-----

varijabli su one Cija je gustota f:

e studentova t-funkcija s v stupnjeva slobode. Za takvu varijablu kazemo da

je t-distribuirana, njezino ocekivanje je 0, a devijacija je o = |/-5;

o y’funkcija s v stupnjeva slobode. Za takvu varijablu kazemo da je y2-

distribuirana, njezino ocekivanje je p© = v, a devijacija je o = v/2v;

e Fisherova F-funkcija sa stupnjevima slobode v i vy (povrsine ispod ove

krivulje, tj. vjerojatnosti su zadane tabelarno). Za takvu varijablu kazemo

da je F-distribuirana. Njezino ocekivanje je p = %5, vs 2 3;
.. .. e ™ x>0
e cksponencijalna funkcija f(z) = 0 0 s parametrom A > 0.
, T <

Za takvu varijablu kazemo da je eksponencijalno distribuirana, njezino

ocekivanje je pu = %, a devijacija je 0 = %;

.. bi , T € [CL, b] . .
e konstantna funkcija f (z) = ¢ s parametrima a i b, a < b.
0, z € R\ [a, b]

Za takvu varijablu kazemo da je neprekidno uniformno distribuirana,

a+b .o .o . o b—a
a devijacija je 0 = N

a njezino ocekivanje je u = 4=,
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Primjer 3.28 Neki stroj neprekidno puni butelje ¢ija zapremina moZe biti bilo
koja vrijednost izmedu 0.7 i 0.755 decl. Ako pretpostavimo da su te vrijednosti

neprekidno uniformno distribuirane, onda je ocekivana vrijednost slucajne varijable

a

koja biljezi zapreminu p = %b = 0.725 dcl. Vjerojatnost da je zapremina slucajno

odabrane boce veca od 0.75 je

0.755
p(X > 0.75) 0.755 _ 0.755-0.75 _ 0.005 ~, () 09.

f 0.755— 07d$_ 0055x|075 = T 0055 0055

Glavna kmktemstzka ovoga modela slucajne varijable koja opisuje navedensi proizvodni
proces jest da je vjerojatnost da napunjena boca ima zapremninu iz nekog intervala
sirine d uvigek ista, za svaki interval Sirine d, tj.

pt<X<t+d)=p{t <X <t'+d), za svakit € [0.75,0.7], d € R.

Primjer 3.29 Vrijeme posluzivanja neke stranke na jednom salteru banke u pros-
jeku iznosi 10 minuta. Ako je utrosak vremena po stranci na tom Salteru ekspo-
nencijalno distribuirana slucajna varijabla, onda (stavljajuéi da je N\ = /% = 15/
je vjerojatnost da usluZivanje slucajno prispjele stranke bude do 6 minuta jednaka

6
p(X <6)= [Ee 10%ds = —e 10°(§ = —e 6 + 1 ~ 0.451.
0
Glavna krakteristika ovoga modela slucajne varijable koja opisuje navedenu situaciju
jest da je vjerojatnost da vrijeme opsluzivanja stranke bude iz nekog intervala

la, a + d] wvijek veta od vjerojatnosti da vrijeme opsluZivanja stranke bude iz nekog

intervala [b+ d,b+d], za svaki a < b, d € R.

Primjer 3.30 Slucajna varijabla koja je x?-distribuirana s 20 stupnjeva slobode
ima otekivanje = 20, a devijaciju jednaku o = 2+/10. Vjerojatnost da je vrijed-
nost slu¢ajne varijable manja od 39.9968 je p (X < 39.9968) = 1—p (X > 39.9968) =
1 —0.005 = 0.995, a vjerojatnost da je izmedu 34.1696 i 39.9968 je

p (X € (34.1696,39.9968)) = p (X > 34.1696) —p (X > 39.9968) = 0.025—0.005 =
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0.02.

()
| 0.9950
/s

39.9968 a2

=3

f(xd)

0.025

o

34.1696 A

3.3.1 Normalno distribuirana sluc¢ajna varijabla

1

o2

o > 0, onda za nju kazemo da je normalno distribuirana (ili samo normalna)

Ako je gustoéa slucajne varijable X funkcija f (z) = e_%(%)?‘, re€R, ueR,
i pisemoX ~ N (u,0) (time naglasavamo ¢injenicu, da gustot¢a normalno dis-
tribuirane varijable ovisi o parametrima p i o)

Ocekivanje normalno distribuirane varijable X ~ N (u,0) je E[X] = p, a
standardna devijacija je D [X] = 0.

Standardizirana varijabla Z = % od normalno distribuirane varijable X je
normalno distribuirana varijabla Z ~ N (0, 1), ¢ija je gustota f(z) =

Normalnu distribuciju imaju sljede¢e varijable:
e visina i tezina ljudj;
e inteligencija i razne fizicke i mentalne karakteristike ljudi i drugih zivih bica.

Parametri Gaussove razdiobe se u svakom pojedinom slu¢aju odreduju eksperi-
mentalno u ovisnosti o populaciji koju promatramo (pronadu se aritmeticka sredina

i standardna devijacija uzorka).

Zadatak 3.31 Caj se pakira u vretice nominalne mase 50 g. Masa vretica je
normalno distribuirana slucajna varijabla s ocekivanjem jednakim nominalnoj masi
i devijacijom od 2 g. Ako se slutajno odabere vretica, kolika je vjerojatnost da je

njezina masa manja od 51 g, te izmedu 48 1 49 ¢?
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Rjesenje:  p(X <51)=p(Z2 <) =p(Z<05)=p(Z<0)+
p(0<Z<0.5)=0.5+0.1915 = 0.6915

p(A8 <X <49)=p(-1<Z<—-05)=p(-1<Z2<0)-p(-05<Z<0)=

p(0<Z<1)—p(0<Z<05)=0.3413 — 0.1915 = 0.149 8.

Zadatak 3.32 Ako je slu¢ajna varijabla X ~ N (u,0) normalno distribuirana,

odredite vjerojatnost da X poprimi vrijednost iz intervala (u — o, + o) te iz in-

tervala
<:U’_20-7:U’+2O->7 </11_30-7/1’+30->
Rjesenje: plu—o<X<pu+o)=p(-1<Z<1)=2p(0<Z2<1) =

2-0.3413 = 0.6826,

pp—20<X<pu+20) =p(-2<2<2) =2p0<2<2) =2-04772 =
0.9544,

pp—3c<X<pu+30) =p(-3<Z2<3) =2p(0<Z<3) =2-04987 =
0.9974.

0.3413

H=C u X

H=T u Hto

"

fe= 68% of data =

95% of data

99.7% of data
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Primjedba 3.33 Cesto puta se neprecizno i za diskretnu slu¢ajnu varijablu X
kaze da je distribuirana razdiobom neke kontinuirane slucajne varijable ¢ija je gus-
toca f, primjerice, da je normalno distribuirana. No, to zapravo podrazumijeva da
se skup tocaka {(x1,p1), (w2, p2), ...} distribucije te slucajne varijable X nalazi na
grafu funkcije gustoce f i da ove dvije varijable imaju jednaka (ili priblizno jed-
naka) ocekivangja i varijance. Napose, svaku statisticku numericku varijablu zadanu
na konactnom skupu, ili opcenitije svaku diskretnu statisticku numericku varijablu,
mozemo konvertirati v diskretnu slucajnu varijablu kao sto je opisano u Primgjedbi
3.3, pa ako za nju moZemo reci da je distribuirana razdiobom meke kontinuirane
slucajne varijable, onda to isto kazemo i za pocetnu statisticku varijablu. Zbog toga
moZzemo tolerirati izjave: duljina Zivotnog vijeka (broj napunjenih godina Zivota)
Hrvata je normalno distribuirana, uspjeh studenata na ispitu iz nekog kolegija je

normalno distribuiran...

3.4 Primjene sluéajnih varijabli

Osnovna upotreba sluc¢ajne varijable u inferencijalnoj statistici je opisivanje nekog
slucajnog pokusa iz realnog zivota. Pri tome slucajnim pokusom u statistickoj
analizi smatramo svaku djelatnost iz koje izvire neki broj kao rezultat. Sluca-
jni pokus moze biti nasumi¢ni odabir nekog elementa populacije, ¢iji elementi se
neprestano mijenjaju, pri ¢emu je njegovo numericko obiljezje ishod toga pokusa.
Primjerice, mjerenje tezine ili visine na populaciji svih Hajdukovih pretplatnika ili
istrazivanje o starosti hrvatskih drzavljana. Za fiksnu populaciju nam je dostatna i
deskriptivna statistika, odnosno statsiticka varijabla koja se odnosi samo na zadanu
i odredenu fiksnu populaciju. Primjerice broj gledatelja na doma¢im utakmicama
Jugoplastike u sezoni 1990/1991 je zadan i odreden, na fiksnoj i kona¢noj popu-
laciji svih domaéih utakmica te sezone. Opcenito, slucajni pokus moze biti pro-
matranje nekih procesa koji se mogu proizvoljno mnogo puta izvesti. Primjerice,
broj ubacenih koSeva s crte slobodnih bacanja odredenoga igraca u seriji od 30
bacanja, broj automobila koji se skupe na prvom crvenom svjetlu na semaforu na

raskrizju ulica Hrvatske mornarice i Domovinskog rata u Splitu iza 12 sati. Sluca-
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jna varijabla modelira gore opisane pokuse i odnosi se na bilo koji izvedeni pokus
odredene vrste.

Pri izboru slucajne varijable za opis pojedinog procesa mozemo reci da ¢e ona
biti diskretna ako moze poprimiti konacno mnogo ili najvise prebrojivo mnogo
(ne nuzno cjelobrojnih) vrijednosti. Izabrati ¢emo konkretan model diskretne
slucajne varijable ako su u tom slu¢ajnom pokusu ispunjene temeljne znacajke
toga modela do ¢ega dolazimo iskustvenim saznanjima ili teorijskim razmatran-
jem. Primjerice, budu¢i da teoretski svako slobodno bacanje odredenog igraca ima
jednaku vjerojatnost za koS, to pokus sa slobodnim bacanjima opisujemo s bi-
nomnom sluc¢ajnom varijablom s binomnom B {30, p} distribucijom pri ¢emu za p
mozemo uzeti postotak suta iz slobodnih bacanja promatranog igraca. Spomenuti
pokus koji ispituje broj automobila koji ¢ekaju da se upali zeleno svjetlo na to¢no
odredenom semaforu iskustveno vjerojatno najbolje modelira slucajna varijabla s
Poissonovom distribucijom, pri ¢emu za A uzimamo srednju vrijednost automobila
u prethodnom promatranom razdoblju. Ako iz fiksne populacije svih automobila
s hrvatskim tablicama slucajnim odabirom iz registra odaberemo 100 automobila
medu kojima brojimo one koji imaju zadarske tablice onda je ovaj pokus opisan
hipergeometrijskom varijablom gdje je N broj registriranih automobila u R.H., M
je broj automobila sa zadarskim registarskim oznakama i n = 100.

Ne tako matematicki strogo, mozemo rec¢i da ¢e slucajna varijabla koja opisuje
odredeni pokus biti kontinuirana ako ona moze poprimiti bilo koju realnu vrijed-
nost (neprebrojivo mnogo vrijednosti), odnosno ne mozemo se ogranic¢iti na pre-
brojivo mnogo vrijednosti koje ta slucajna varijabla moze poprimiti. Primjerice,
istrazivanje visine svih Dalmatinaca moramo opisati kontinuiranom sluc¢ajnom var-
ijjablom (vjerojatno normalno distribuiranom). Naime, iako u ovom trenutku ima
samo kona¢no mnogo brojeva koji predstavljaju visine svih trenutno zive¢ih Dal-
matinaca (pa ¢ak i onih koji su umrli) ne mozemo biti sigurni da ¢e visina nekih
Dalmatinaca u buduc¢nosti biti na tom popisu visina, odnosno ta visina u cm moze
biti bilo koji realni broj (broj iz intervala (0,300)). Nadalje, to¢na temperatura
zraka izmjerena na odredenom mjestu u odredeno vrijeme, rezultat tréanja na 100

metara ucenika drugih razreda Sibenskih srednjih skola su primjeri pokusa koji se
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moraju opisati kontinuiranom slu¢ajnom varijablom.
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Poglavlje 4

Dvodimenzionalna sluc¢ajna

varijabla. Korelacija

4.1 Dvodimenzionalna slucéajna varijabla

Ceste su situacije u kojima ishodu w odredenoga pokusa pridruzujemo vise re-
alnih brojeva, tj. uredenu n-torku realnih brojeva (X; (w),..., X, (w)). Prim-
jerice, ako svim studentima w Sveucilista u Splitu registriramo prosje¢nu ocjenu
X1 (w), duljinu studiranja X, (w) i broj komisijskih ispita X3 (w), onda X =
(X1, Xo, X3) mozemo promatrati kao varijablu koja svakom sluc¢ajno odabranom
studentu Sveucilista u Splitu koji ima prosje¢nu ocjenu x1, koji studira z, godina i
koji je x3 puta polagao pred povjerenstvom, pridruzuje uredenu trojku (z1, x2, x3) .
Mi ¢emo se ograniciti na varijable Z = (X,Y’) koje svakom ishodu w pridruzuju
uredeni par Z (w) = (X (w),Y (w)). Primjerice dogadaju w da slu¢ajno odabrani
automobil trosi z = X (w) litara na 100 km pri brzini od y = Y (w) km/h, slucajna
varijabla Z = (X,Y’) pridruzuje uredeni par (x,y).

Definicija 4.1 Neka je (Q, F,p) vjerojatnosni prostor. Funkciju Z = (X,Y) :
Q — R? nazivamo dvodimenzionalnom sluéajnom varijablom ako je

Z71 ((a,b) X (c,d)) € F za svakia,b,c,d € R, a < b, c < d. Ako dvodimenzionalna
slucagna varijabla Z = (X,Y) : Q — R? poprima najvise konacéno ili prebrojivo

vrijednosti (z1,y1), (T1,Y2) ..., (T2,91), (T2, Y2), ..., (zi,y;) , ... tada ju nazivamo
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diskretnom dvodimenzionalnom varijablom.

Ako je (2, F,p) diskretni vjerojatnosni prostor (€2 je prebrojivi F = P (2)), onda
je svaka funkcija Z = (X,Y) : Q — R? diskretna slu¢ajna varijabla.

Definicija 4.2 Neka diskretna dvodimenzionalna slucajna varijabla Z = (X,Y)
poprima vrijednosti (z;,y;) i neka je p;; = p (X = x;,Y = y;) vjerojatnost dogadaja
koji se sastoji od onih ishoda kojima slucajna varijabla pridruzi uredeni par (x;,y;)
(dogadaj da slutajna varijabla ima vrijednost (z;,y;)). Skup svih uredenih parova

((z4,y;) , pij) nazivamo distribucijom slucajne varijable Z = (X,Y).

Distribuciju diskretne slu¢ajne varijable Z = (X, Y") prikazujemo tablicom kon-

tigencije:
X\Y |y |y |- Yj
T P11 | P12 | - - | P1j
Hp) P21 | P22 | " | P2y
T Pi1 | Pi2 | = | Dij
Primijetimo da je > p;; =puu+pi2o+---+pa+---+pi;+--- =1
i,j

Primjer 4.3 Kod istovremenog bacanja novciéa i kocke uredeni par (z,y) pridruZu-
jemo dogadaju da se novcitu pojavilo x € {0,1} (0-pismo, 1-glava), a na kocki
y € {1,...,6}. Dvodimenzionalna varijabla (X,Y) moze poprimiti 12 razlicitih vri-
jednosti, a vjerojatnost dogadaja da varijabla poprimi bilo koju od tih vrijednosti

Jje 13- Distribucija te varijable je prikazana tablicom

X\Y |1 |2 |3 [4]5 |6

0 R U IR R RN
12 12 12 12 12 12
1 RN U U U RN
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Primjer 4.4 Duwije trake proizvode odredeni artikl. U jedinici vremena, kapacitet
proizvodnje prve trake je 4, a druge 3 artikla. Neka (X,Y') predstavlja broj proizve-
denih artikala prve i druge trake, uz pretpostavku da je proizvodnja slucajna. Neka

je distribucija te varijable dana tablicom:

xX\v|{o |1 |2 |3
0.01] 0.02| 0.02 | 0.02
0.02 | 0.04 | 0.04 | 0.04
0.04 | 0.06 | 0.07| 0.05 |
0.06 | 0.06 | 0.07| 0.08
0.08 | 0.07| 0.07| 0.08

=W N = O

Odredite vjerojatnost da prva traka proizvede 2 artikla i vjerojatnost da prva traka
proizvede vise od druge.

Dogadaju da je prva traka proizvela 2 artikla odgovaraju ishodi (2,0), (2,1),
(2,2) i (2,3) pa je p(X =2) = pao +par + P22+ P23 =022 ip(X >Y) = pio +
P20 + P21 + pso + - -+ + Paz + pag = 0.61.

4.1.1 Marginalne distribucije

Neka je (X,Y) diskretna sluc¢ajna varijabla kojoj je distribucija odredena vjero-
jatnostima p;; =p(X =2,,Y =y;),i=1,....5=1,...

Dogadaj (X = x;) se definira kao skup koji se sastoji od svih ishoda u kojima
varijabla X poprima vrijednost x;, tj. od ishoda (z;,11), (i, y2), ...

Vjerojatnost tog dogadaja je p;. = p (X =2;) = pin +pio +pis + -+

Vrijednosti x; i vjerojatnosti p;. odreduju distribuciju slucajne varijable X (a
time i slu¢ajnu varijablu X') koju nazivamo marginalnom distribucijom sluca-
jne varijable X.

Na slican nac¢in dogadaj (Y = y;) se definira kao skup koji se sastoji od svih
ishoda u kojima varijabla Y poprima vrijednost y;, tj. od ishoda (z1,y;), (z2,;) , ...

Vjerojatnost tog dogadaja je p.; = p (Y =y;) = p1j + p2j +psj + -

Vrijednosti y; 1 vjerojatnosti p.; odreduju distribuciju slucajne varijable Y (a

time 1 sluéajnu varijablu Y') koju nazivamo marginalnom distribucijom sluca-
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jne varijable Y.

X\Y yl /y2 P y] .« e Z
T Pii | P12 | - | P1j | " | D1
Hp) Po1 | P22 | = | D25 | " | D2
T bii | Pi2 | - | Pij | | P3
Z pl p2 .. pj IR 1

U Primjeru 4.4 mozemo odrediti slucajnu varijablu X koja predstavlja proizvod-
nju na prvoj traci i moze poprimiti vrijednosti 0, 1,2, 3,4, te slucajnu varijablu Y’
koja predstavlja proizvodnju na drugoj traci, a koja moze poprimiti vrijednosti

0,1, 2, 3. Marginalne distribucije ovih varijabli su dane tablicama:

z; |0 1 2 3 4
pi. | 0.0710.14 | 0.22 | 0.27 | 0.30

Npr. po. = poo + Po1 + Po2 +Pos = 0.1 +0.2+0.240.2=0.7....

gy o |1 |2 |3
p,| 021025027027

NDI. p.s = pos + P13 + Pas + Pss + Pas = 0.02 + 0.04 + 0.05 4 0.08 + 0.08 = 0.27.

4.1.2 Uvjetne distribucije

Neka je (X, Y") diskretna sluc¢ajna varijabla kojoj je distribucija odredena vjerojat-
nostima p;; = p(X =2,,Y =vy;), i =1,...,57 = 1,.... Ako unaprijed znamo da je
varijabla Y poprimila vrijednost y;, vjerojatnost da varijabla X poprimi vrijednost
x; je uvjetna vjerojatnost p (z;|y;) = p (X = z4y;) = %. Ocito vrijedi p (x1]y;) +
p (z2ly;)+- - - = 1. Vrijednosti z; i vjerojatnosti p (z;|y;) odreduju uvjetnu sluca-
jnu varijablu X| (Y = y;) (varijabla koja biljezi vrijednosti varijable X ako un-
aprijed znamo da je varijabla Y poprimila vrijednost y;). Njezinu distribuciju

nazivamo uvjetnom distribucijom slu¢ajne varijable X| (Y = y;).
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Ako unaprijed znamo da je varijabla X poprimila vrijednost x;, vjerojat-
nost da varijabla Y poprimi vrijednost y; je uvjetna vjerojatnost p (y;|z;) =
p(Y = yj|.7cl) % Oéito Vrijedi p(yl\xz) —+ p(yQ\xl) +

vjerojatnosti p (y;|x;) odreduju uvjetnu slu¢ajnu varijablu Y| (X

= 1. Vrijednosti y; i
= z;) (vari-
jabla koja biljezi vrijednosti varijable Y ako unaprijed znamo da je varijabla X

poprimila vrijednost z;). Njezinu distribuciju nazivamo uvjetnom distribuci-

= 1;).

U Primjeru 4.4 uvjetna distribucija varijable X| (Y =

jom sluéajne varijable Y| (X
1), odnosno varijable
koja biljezi broj proizvedenih artikla na prvoj traci ako je u istoj jedinici vremena

na drugoj traci proizveden samo jedan artikal, je dana u tablici

x; 0 1 2 3 4
p(ill) =21 | 382 =0,08 | 882 =0,16 | 308 =0,24 | 96 = 0,24 | 39T = 0,28 |
Uvjetna distribucija varijable Y| (X = 0) je:
Y 0 1 2 3
poj | 0,0 0,0 0,0 o )
p(jl0) =22 | 6 = 0,142 | $02 = 0,285 | &2 = 0,285 | 322 — 0,285

Primjer 4.5 Distribucija varijable (X,Y") koja biljezi ishode istovremenog bacanja

novcica i kocke je dana u tablici kontigencije zajedno s marginalnim distribucijama:

Uvjetna distribucija varijable X| (Y =

x\v |t ]2 3456 [p

0 101171111
12 |12 |12 12|12 ]12]2

1 10111111
12 | 12|12 | 1212|122
1 |1 |1 |1 |1 |1

D 6 |5 165 |5 ls |6 |1

X

1

p(ilj) =

pz]
by

H <

.
ik

_1

2

1

2

, odnosno uvjetna distribucija je identicna distribu-

ciji varygable X. Analogno se vidi da je uwvjetna distribucija varijable Y| (X

=)

identicna distribucigi varyable Y .
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4.1.3 Neovisnost slucajnih varijabli

Definicija 4.6 Neka je (X,Y) diskretna slucajna varijabla kojoj je distribucija
odredena vjerojatnostima p;; = p(X =x;,Y =vy;), 1 = 1,...,j = 1,... KaZemo
da su slucajne varijable X (s distribucijom (x;,p;.)) 1Y (s distribucijom (y;,p.;))

neovisne ako je p;; = p;. - D.j 2a sve i, ].

Varijable X (bacanje nov¢i¢a) 1Y (bacanja kocke), iz Primjera 4.5, su neovisne.
Zaista, 5 = pij = pi.p; = 3 - &, za svaki i,j. Varijable X (proizvodnja artikala
na prvoj traci) i Y (proizvodnja artikala na drugoj traci), iz Primjera 4.4, nisu

neovisne. Zaista, poo = 0.01 # pg. - po = 0.07-0.21 = 0.014 7.

Teorem 4.7 Neka su slutajne varijable X i Y neovisne. Tada je E[XY]| =
E[X]E[Y].

4.2 Kovarijanca i koeficijent korelacije

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna varijabla i neka je uy = E[X], puy =
E[Y],ox = D[X], oy = D[Y]. Kovarijanca varijabli X i Y je broj

cov (X,Y) = E[(X — px) (Y — py)] = E[XY] = pxpy.

Za diskretne varijable vrijedi cov (X,Y) = > > pijziy; — pxpiy-
(]
Kovarijanca mjeri stupanj linearne povezanosti varijabli X i Y (ona je i najcesta
u prirodi). Ako su varijable neovisne onda je njihova kovarijanca jednaka 0. No,
ako im je kovarijanca jednaka 0, varijable ne moraju biti neovisne (mogu biti
nelinearno povezane).

Kao mjera stupnja linearne povezanosti jos se koristi koeficijent korelacije
r(X,Y)=p(X,Y) = p= 2

OXO0Oy
Koeficijent korelacije je broj sa svojstvom —1 < p < 1. Prikazemo li u pra-
vokutnom koordinatnom sustavu tocke (z,y) = (X (w),Y (w)), dobivamo tzv.
dijagram rasipanja. Koeficijent p je blizi 1 ili -1 sto taj dijagram uspjes$nije

mozemo aproksimirati pravcem.
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Ako je p(X,Y) > 0 kazemo da su varijable pozitivno korelirane (pravac je
rastuci-rast varijable Y odgovara rastu varijable X), odnosno ako je p(X,Y) <
0 kazemo da su negativno korelirane (pravac je padajuéi-pa rastu varijable X
odgovara pad varijable Y').

Vrijedi [p(X,Y)| = 1 ako i samo ako je Y = aX + b (varijable su u linearnoj

funkcionalnoj ovisnosti).

Ako je 0.7 < |p| < 1, onda su varijable vrlo visoko linearno povezane. Prim-
jerice, visina i tezina ljudi (p > 0.7) ili stupanj utreniranosti i puls u prvoj minuti

oporavka nakon vjezbe (p < —0.7)

Ako je 0.4 < |p| < 0.7 tada su varijable znacajno korelirane. Ako je 0.2 <
|p| < 0.4 tada su varijable slabo korelirane. Ako je 0 < |p| < 0.2 tada su var-
ijjable neznatno korelirane, odnosno ako je p(X,Y) = 0 kazemo da su varijable

nekorelirane. Varijable su nekorelirane ako i samo ako je cov (X,Y) = 0.
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Ako su varijable neovisne, onda su nekorelirane. Obrat ne vrijedi. Naime,
povezanost medu varijablama moze biti vrlo visoka i nelinearna (dijagram rasipanja
se moze aproksimirati nekom drugom krivuljom umjesto pravca). Primjerice, ko-
eficijent korelacije izmedu broja ponavljanja i koli¢ine upamcenog gradiva je malen
iako je povezanost ocita. Naime, s prvim ponavljanjima, koli¢ina naucenog gradiva
naglo raste, a kasnije porast blago stagnira. Nadalje, istrazivanjem povezanosti
izmedu inteziteta rasvjete i radnog uc¢inka u nekom preciznom poslu dolazimo u
pocetku do velikog porasta uc¢inka s porastom rasvjete, a kod jakih inteziteta rasv-
jete njezina promjena nema efekta na uc¢inak, dok kod prevelikog porasta inteziteta

rasvjete dolazi do zaslijepljenosti radnika i do padajuceg ucinka.

Koeficijent korelacije je jedan od najceste upotrebljavanih ali i zloupotreblja-
vanih statistickih podataka.
Cinjenicu da su dvije varijable visoko korelirane treba oprezno interpretirati. Cesta
pogreska je neuvazavanje da su obje varijable uzro¢no povezane s trecom vari-
jablom. Primjerice, broj elektri¢nih aparata i broj djece u domacinstvima je vi-

soko koreliran, ali ne zato sto broj djece u obitelji djeluje na broj aparata, vec je
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to posljedica standarda koji djeluje i na jedno i na drugo. U podrobnijoj anal-
izi bismo trebali iskljuciti utjecaj ekonomskog standarda i promatrati domacin-
stva s priblizno jednakim ekonomskim mogué¢nostima. Korelacija duljine stopala i
sposobnosti pisanja djece od 1. do 8. razreda je velika, a to je odraz starenja. U
podrobnijoj analizi bismo trebali promatrati ucenike iste dobi, te bismo zakljucili
nekoreliranost. Slicno se moze dobiti besmislica o broju kino dvorana i macaka

lutalica u gradovima...

Teorem 4.8 Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna varijabla. Tada je
EX+Y|=FE[X]+E[Y],Var[ X +Y]=Var[X]+ Var[Y] —2cov (X,Y).

Ako su X i Y neovisne slucajne varijable, onda je Var [X + Y] = Var [X] +
VarlY].

Zadatak 4.9 Zadani su podaci o prodaji motora u nekom salonu za 60 radnih

dana. U tablici su prikazane frekvencije dana kada je broj prodavaca bio xz;, a broj

, 1 0 |20
prodanih motora y; .
2 2010
3 0 |20

Ispitajte neovisnost i koreliranost slucajnih varyabla X 1Y .
Rjesenje: Tablica distribucije varijable (X,Y) zajedno s marginalnim dis-

tribucijama varygabli X 1Y je:

x\y; |0 [ 1] ps
1 033
2 135]0]3
3 0]%]3
pi |s5|3|1

Slucajne varijable X 1Y nisu neovisne jer je pog = 0 # % = po. * Do..., @ varijable

nisu ni korelirane jer je cov (X,Y) = 0. Zaista,
3 1
EXY]=Y>ijp;=100+1-1-5+2-0-3+2-1-0+3-0-04+3-1-3 = 3,
i=1j=0
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3
EX]=>ip.=1-3+2-3+3-3=2,
=1

1
J:
cov(X,Y) = E[XY] ~ E[X]E[Y] =% 2.2 =0,

4.3 Kontinuirana dvodimenzionalna slu¢ajna var-
ijabla

Za sluc¢ajnu varijablu (X, Y') kazemo da je neprekidna ili kontinuirana ako pos-
toji nenegativna funkcija f : R*> — R takva da je p(a < X <b,c<Y <d) =
b d
[[f (z,y)dzdy, za svaki a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d. Funkciju f nazivamo gus-
tocom slucajne varijable (X,Y).

Primjerice, funkcija

f (.Z', y) _ 1 _2(1ip2) |:($;2X)2_2p<.r;l;(x>(y;;Y)+(y;$y)2:|

2roxoy\/1—p

je gustota normalno distribuirane dvodimenzionalne slu¢ajne varijable (X,Y).
Funkcije fx (x) = [ f(,y)dy, v € Ri fy(y) = [ f(z,y)dv, y € R su

marginalne funkcije gustoce slucajnih varijabli X i Y redom.

Funkcije fxv (z]y) = fcff(g)), reR 1 fyx (ylz) = J;Ef—(xy)) su uvjetne funkcije
gustoce vjerojatnosti za slu¢ajnu varijablu X uz uvjet Y = y i slucajnu varijablu
Y uz uvjet X = z, redom.

Kontinuirane slu¢ajne varijable X i Y su neovisne ako je f (z,y) = fx (z) -
fy (y), za sve z,y € R.

Za kontinuiranu slucajnu varijablu (X, Y) se definira jednako kovarijanca i ko-

eficijent korelacije i vrijede analogne tvrdnje i svojstva kao i za diskretnu varijablu.



Poglavlje 5

Intervali povjerenja

5.1 Metoda uzoraka

Neka je S populacijai X : S — O = {o1,...,0} C R numericka varijabla koja
svakom ¢lanu s; populacije (statistickog skupa) S = {s1, s, ..., sy } pridruzuje neko
numericko obiljezje X (s;). Primijetimo da X mozemo promatrati kao sluc¢ajnu
varijablu X : 2 — O, pri ¢emu je prostor elementarnih dogadaja = {w1, ...,w}
gdje je w; dogadaj da neki ¢lan populacije ima obiljezje o; € O, tj. X (w;) = 0;, a
vjerojatnost dogadaja je p (w;) jednaka relativnoj frekvenciji p; = fN obiljezja o;.
Ako je populacija beskonacna, onda je prikladnije govoriti o slu¢ajnoj varijabli,
budu¢i da pojam relativne frekvencije obiljezja u tom slu¢aju nema smisla vec je
zamjenjen pojmom vjerojatnosti da varijabla poprimi to obiljezje. Pocetak raz-
matranja moZze biti i slu¢ajna varijabla X (neovisno o statistickoj varijabli) koja
opisuje neki slucajni pokus za koju ¢emo onda re¢i da ima beskona¢nu populaciju
koja se sastoji od svih mogucih pokusa. Tada nam je, u statistickom istrazivanju,
za izracun parametara te varijable, kao §to su ocekivanje slucajne varijable p (isto
Sto i aritmeticka sredina numericke varijable), varijanca o? (parametri koji bro-
jéano iskazuju osobitost populacije), ili za izra¢un proporcije p (relativne frekven-
cije ili vjerojatnosti) pojedinog obiljezja, potrebno imati sve vrijednosti varijable
X, odnosno treba biti dostupno numericko obiljezje svakog ¢lana populacije, tj.

treba biti dostupna vjerojatnost (relativna frekvencija) svakog obiljezja.

84
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Ako je varijabla X nenumericka, tj. ako se svakom ¢lanu populacije pridruzuje
neko nenumericko obiljezje, onda se pripadna slucajna varijabla dobiva kodiranjem.
Primjerice, dogadaju w; da neki ¢lan populacije ima obiljezje o; slu¢ajna varijabla
X pridruzi broj i. Tako nenumericku varijablu koja biljezi ishod svakog moguceg
bacanja nové¢ita mozemo promatrati kao slucajnu varijablu koja svakom dogadaju
"palo je pismo" pridruzi broj 0, a dogadaju "pala je glava" pridruzi 1, ili varijablu
koja svakom ispitaniku iz populacije pridruzuje odgovor na postavljeno pitanje
"DA" ili "NE" mozemo promatrati kao slu¢ajnu varijablu koja dogadaju "ispitanik
je odgovorio DA" pridruzuje broj 1, odnosno "ispitanik je odgovorio NE" pridruzi
0. U tom sluéaju vjerojatnost da slu¢ajna varijabla poprimi vrijednost 1 (0) je
jednaka proporciji obiljezja "DA" ("NE"). Takoder, i ovom slu¢aju, u statistickom
istrazivanju, za izracun proporcije (relativne frekvencije) ili vjerojatnosti pojedinog
obiljezja potrebno je imati sve vrijednosti varijable X, odnosno treba biti dostupno
numericko obiljezje svakog ¢lana populacije, tj. treba biti dostupna vjerojatnost
(relativna frekvencija) svakog obiljezja.

Cesto puta nije moguée prikupiti sve podatke, odnosno obiljezja svakog el-
ementa populacije radi raznih razloga: zbog prevelikog ili beskona¢nog opsega
populacije, slozenosti istrazivanja, previsokih financijskih trogkova takvog istrazi-
vanja, ako se istrazivanjem uniStavaju elementi populacije (ispitivanje biometri-
jskih karakteristika ljudi, testiranje tehnickih proizvoda, kemijska analiza prehram-
benih konzervi, stavovi ljudi neke regije o najvec¢im politickim strankama, njihovim
liderima, programima i do sada ostvarenim, a obe¢anim ciljevima...).

Tada se moramo zadovoljiti dijelom podataka, odnosno vrijednostima varijable na
uzorku (podskupu Sy populacije S). U tom slucaju zelimo donijeti $to kvalitet-
niji zakljucak o cijeloj populaciji temeljem podataka na uzorku. Naravno, svaki
takav zakljucak, osim ako uzorak nije jednak ¢itavoj populaciji, sadrzi gresku, pa
zakljucke mozemo donijeti s nekom razinom pouzdanosti (vjerojatnosti da je
zakljucak o osobitosti cijele populacije tocan). S ciljem dobivanja §to reprezen-
tativnijih, vjerodostojnijih zakljucaka o cijeloj populaciji moramo se pobrinuti da
prikupljeni podaci budu na reprezentativnom uzorku. Isto tako da bismo mogli

definirati sve parametre teorijske sluc¢ajne varijable mozemo izvesti samo ograni¢en
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broj pokusa koje tada smatramo uzorkom na kojemu mozemo izra¢unati relativne
frekvencije pojedinih ishoda kojima ¢emo procijeniti njihove vjerojatnosti (broj
posjetitelja negog kafi¢a subotom, broj toénih odgovora sudionika nekog kviza...).

Najreprezentativniji uzorak je sluéajni uzorak koji se formira na nacin da
svaki element populacije ima jednaku vjerojatnost da bude izabran u uzorak. Na-
jbolji nacin sastavljanja slu¢ajnog uzorka, a da pri tomu eliminiramo nesvjesno
psihologko-prakti¢no preferiranje pojedinih elemenata, jest da se elementi numeri-
raju i onda nasumce, racunalnim programom, izabiru brojevi. Naravno, postoji
mogucnost i da slucajni uzorak ne bude reprezentativan, tj. da bude pristran,
na $to uostalom upucuje i ¢injenica da svaki zakljucak temeljen na uzorku ima
odredenu razinu (ne)pouzdanosti.

Jednako reprezentativan je i sistemski uzorak u kojem se odabere nasumce
prvi ¢lan uzorka iz numerirane populacije, a nakon njega u uzorak ulazi svaki n-ti
¢lan populacije.

Stratificirani uzorak je u mnogim slu¢ajevima reprezentativniji nego li sluca-
jni uzorak. Kod njegovog formiranja se populacija prvo podijeli, prema nekim
karakteristikama, u slojeve (stratume), a potom se iz svakog sloja uzima slucajni
uzorak tako da njegova veli¢ina u odnosu na veli¢inu cijelog uzorka bude propor-
cionalna velicini sloja u odnosu na veli¢inu cijele populacije.

Klaster uzorak je losija varijanta slucajnog uzorka, a koristi se u velikim
ekonomskim, politickim ili trzisnim istrazivanjima. Formira se na nacin da se
cijela populacija podijeli u vise manjih blokova (primjerice grad se podijeli na
vise kvartova ili blokova), pa se nasumce odabere jedan od tih blokova koji onda
predstavlja klaster uzorak. Ovaj uzorak je praktican jer su anketari koncentrirani
na jednom podrucju.

Kvotni uzorak se formira na nacin da organizator istrazivanja, poznajuéi
strukturu stanovnistva obzirom na predmet istrazivanja, unaprijed odredi broj
ljudi iz svakog pojedinog stratuma, a anketar sam odabire te ljude dok ne ispuni
kvotu. Ovakav uzorak ¢esto nije reprezentativan, jer anketar sam, hodajuci gradom
ili jednom ulicom, po svojim afinitetima i atrakcijama, odabire ispitanike.

Prigodni uzorak je uzorak koji nam je, u datim oklolnostima, jedini dostupan
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i moze biti ekstremno pristran.

5.2 Procjenitelj parametra

Na svakom uzorku parametar 0 koji je izracunat pomocu vrijednosti obiljezja
¢lanova uzorka nazivamo procjeniteljem toga istoga parametra 6 izrac¢unatog
na cijeloj populaciji. Procjenitelj # mozemo promatrati kao varijablu koja svakom
uzorku {s;,, Si,, ..., 8;, } velicine n < N < oo (podskupu bilo kona¢ne populacije
S = {s1, S2, ..., Sn }, bilo beskona¢ne) pridruzuje parametar 9(511, Siny ey Siy) - Oz
nac¢imo li sa P, skup svih uzoraka veli¢ine n, tj. skup svih n-¢lanih podskupova
od S, onda je procjenitelj § varijabla 6 : P, — R. Svaki procjenitelj mozemo
tretirati kao slu¢ajnu varijablu (na gore opisan nacin) koja dogadaju da n-uzorak
ima parametar 6 pridruzi upravo broj 0. Sampling distribucija je distribucija
te slucajne varijable. Primjerice, T je procjenitelj aritmeticke sredine koji svakom
uzorku {s;,, Siy, ..., S;,,  veli¢ine n pridruzuje aritmeticku sredinu toga uzorka

T ({Siy) Sigyeeey Sin }) = m

Ako je pocetno razmatranje slucajna varijabla koja opisuje neki slucajni pokus
(koji se moze izvesti neograni¢eno mnogo puta) onda uzorkom iz P,, smatramo niz
od uzastopnih n pokusa, a aritmeticka sredina ¥ ishoda tih n pokusa je procjenitelj
ocekivanja te slucajne varijable. Prisjetimo se da smo za ovakva razmatranja
dogovorno govorili da imaju beskona¢nu populaciju.

vanja), onda uzoraka fiksne veli¢ine ima konacno ili prebrojivo, pa je procjenitelj
6 diskretna slucajna varijabla. U slucaju kada je populacija neprebrojiva ili kad
je pocetno razmatranje slucajna varijabla koja opisuje neki sluc¢ajni pokus (koji
se moZe izvesti neograni¢eno mnogo puta), onda i uzoraka ima neprebrojivo, a
procjenitelj 0 je neprekidna sluc¢ajna varijabla. To mozemo prepoznati kod ispiti-
vanja nekih kontinuiranih procesa, primjerice mjerenje temperature zraka u jed-
nom danu, gdje temperatura poprima vrijednost u svakom dijelicu vremena, a mi
raspolazemo s podacima na uzorku koji se sastoji od n mjerenja. Strogo govoreci,

elementi uzorka su ovdje mali intervali vremena.
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Primjer 5.1 Neka populacija S = {A, B,C, D} ima sljedeta obiljezja
s A|B|C|D
X(s)|1]5]3]7

P, = {{A, B}, {A,C}, {A, D} {B,C},{B,D},{C,D}}. Vrijednosti procjen-

itelja aritmeticke sredine T : Py — R su

uzorak u | A,B | A,C | A,D | B,C | B,D | C,D

7 (u) 3 2 4 4 6 5
Sampling distribucija diskretne slucagne varijable T je zadana vrijednostima

. Skup uzoraka velicine 2 je

(77, pi), gdje je T; vrijednost aritmeticke sredine, a p; vjerojatnost (relativna frekven-
cija) da 2-uzorak ima aritmeticku sredinu jednaku T;.

T; 312141615

1] 2]1]1
P@) |5 |5|5lsls
Ocekivanje slutajne varijable T jednako je E [T] = 3% + 2% + 4% + 6% + 5% =4,

1454347
ET g,

Sto je jednako aritmetickoj sredini cijele populacije =

Definicija 5.2 KaZemo da je procjenitelj 0 parametra 6 nepristran ako je oceki-

vanje slucajne varijable 6 jednako parametru 0 cijele populacije, tj. E [9} =40.

Teorem 5.3 Varijabla T koja svakom n-uzorku pridruZuje mjegovu aritmeticku
sredinu je nepristran procjenitelj aritmeticke sredine (ili ocekivanja) pu cijele pop-

ulacije, tj. vrijedi E [T] = p.

Ako na kona¢noj populaciji S = {si, 2, ..., sy} M elemenata ima isto obil-
jezje o, tada je proporcija (relativna frekvencija) toga obiljezja jednaka p = %
U slucaju beskonacne populacije oznac¢imo sa p vjerojatnost dogadaja da element
ima obiljezje o, a sa p procjenitelja proporcije koji svakom uzorku {s;,, si,, ..., Si, }
velicine n pridruzuje proporciju obiljezja o, tj. p ({54, Sip, ..., 55, }) = =, gdje je m

broj elemenata u uzorku koji imaju obiljezje o.

Teorem 5.4 Varijabla p : P, — R je nepristrani procjenitelj proporcije (vjerojat-

nosti) p nekog obiljezja na cijeloj populaciji, tj E [p] = p.

Primjer 5.5 Populacija se sastoji od 5 glasaca koji odgovaraju na referendumsko
pitanje sa DA (=1) ili NE (=0). Rezultati glasovanja su
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glasac |A |B |C | D | FE - ‘
. Proporcija odgovora DA je p = % =

odgovor | DA | NE | NE | DA | NE

% = 0.4. Svih uzoraka velicine 2 ima 10, a proporcije uzoraka su

Glasati u uzorku | odgovori | m; | p; = 5t

A,B 1,0 1 |05

AC 1,0 1 |05

A,D 1,1 2 |1

AE 1,0 1 |05

B,C 0,0 0 |0

B,D 0,1 1 |05

BE 0,0 0 [0

¢,D 0,1 1 |05

C.E 0,0 0 |0

D,E 1,0 1 |05

Sampling distribucija varijable p je

i 0 [05]1

() | 35|15 |10

Ocekivange od p je E'[p| =0.3-04+0.6-0.5+0.1-1= 0.4 &to je jednako proporciji

p odgovora DA na cijeloj populaciji.

Oznacimo sa 62 procjenitelja varijance o2 koji uzorku {Siy5 Siys -y Si,, } VeliGine
n uzetom iz konacne populacije velicine N pridruzuje broj
n N-—1

62 ({54, Sigs oy 50, }) = S2n —1 N

gdje je s? varijanca uzorka. Ako je populacija beskona¢na, onda procjenitelja

varijance definiramo sa

2 n

62 ({84, Sigs -y 85, }) = 5 —

(Sil _5)2+"'+($in _§)2
n—1

Pokaze se da u tom slucaju vrijedi 6% = , gdje je T aritmeticka

sredina uzorka.
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Teorem 5.6 Varijabla 6% : P, — R je nepristrani procjenitelj varijance o cijele

populacije, tj E [6%] = o>.

U praksi se najceste zanemaruje faktor % za dovoljno velike populacije jer je

lim &=t =1,
N—oo N

5.2.1 Sampling distribucije procjenitelja

Procjenjuje li se parametar samo brojem, nije moguce donijeti sud o preciznosti
procjene, niti o razini pouzdanosti s kojom mozemo upotrijebiti tu procjenu. Zato

su nam potrebne informacije o sampling distribucijama procjenitelja.

Distribucije asnovnih skupova

— \

Sampling-distribucije aritmeti¢kih sredina uzoraka

ST T ;'\

AL

Ako slucajni uzorak potjece iz normalno distribuirane populacije N (p, o), onda
je sampling distribucija aritmetickih sredina T takoder normalno distribuirana i to
s o¢ekivanjem ji. = p i standardnom devijacijom oz (jos se kaze standardna greska
sredine).

Ako je slucajni uzorak izabran iz proizvoljno distribuirane populacije s para-
metrima g, o > 0, onda je, u slucaju da je uzorak dovoljno velik, tj. ako je
uzorak ¢ija je veli¢ina n > 30, sampling distribucija aritmetickih sredina priblizno
normalno distribuirana s o¢ekivanjem p— = p i standardnom devijacijom oz. Ovo
je posljedica Centralnog grani¢nog teorema koji tvrdi da sampling distribucije teze

ka normalnoj distribuciji N (u, oz) kad veli¢ina uzorka n tezi u beskonacno.
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Buduci se u statistickim istrazivanjima najvise bavimo kona¢nim populacijama, pa
su i odgovarajuce varijable procjenitelja diskretne, prisjetimo se da, po Primjedbi
3.33, takve smatramo normalno distribuiranima ako se skup tocaka

{(z1,p1), (22, pa), ...} distribucije te diskretne slu¢ajne varijable nalazi na grafu
Gaussove krivulje s parametrima p i 0. Mozemo to shvatiti kao da su vrijednosti
konac¢ne populacije jedan pogodan uzorak uzet iz skupa vrijednosti normalno dis-
tribuirane slucajne varijable.

Standardna devijacija procjenitelja T je jednaka oz = \/iﬁ % ako je popu-

lacija konac¢na i veli¢ine N, odnosno oz = \/iﬁ ako je populacija beskonacna. U

N—n

N-1

praksi se faktor izostavlja i za konacne populacije ako je % < 0.05 (popu-

lacije ¢ija je veli¢ina puno veca od veli¢ine uzorka).

Primjer 5.7 U Primjeru 5.1 aritmeticka sredina (ocekivanje) varijable X na ci-

jelog populaciji jednaka je i = 4. Standardna devijacija varijable X je
\/(1—4)2+(5—4)2+(3—4)2+(7—4)2 -5
1 .

g =
Ocekivanje varijable T je E[T] = 4, a standardna devijacija je
0y = \/(374)2+(274)2+2(4—4)2+(674)2+(574)2 _ \/é sto je jednako < Non _

G Ve \/ N
V5 [4-2
V2\ 1-1

Sampling distribucija proporcija p uzoraka velicine n uzetih iz kona¢nog skupa

=

velicine N je hipergeometrijska s ocekivanjem jednakim stvarnoj proporciji p i

standardnom devijacijom jednakoj o; = @ (%

) . Ako je populacija beskon-
acna, onda je ona binomna s oc¢ekivanjem p i standardnom devijacijom jednakoj
op = @. U praksi se faktor \/ﬁ izostavlja i za kona¢ne populacije ako je
% < 0.05. Ako je uzorak dovoljno velik, tj. ako jenp > 5in (1 —p) > 5, onda

je u oba slucaja sampling distribucija priblizno normalna N (p,0;), 05 = @.

Sampling distribucija varijanci 62, ako slu¢ajni uzorak velicine n potjece iz
normalno distribuirane populacije, ima oblik y2-distribucije. Preciznije, varijabla

(71—(7_12)&2 ima, y2-distribuciju s n — 1 stupnjeva slobode.
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5.3 Intervali povjerenja

Kvalitetnija procjena parametra ¢ populacije od tockaste procjene (procjenitelj
f) je intervalna procjena koja se sastoji u odredivanju intervala (a,b) za kojeg
mozemo s vjerojatnoséu 1 — v tvrditi da sadrzi parametar 6, tj. p (0 € {(a,b)) =
1 — ~, tako da granice a i b ovise o vrijednostima na uzorku. Vjerojatnost 1 —
~ nazivamo razinom pouzdanosti procjene koji se obi¢no izrazava postotkom
(1 —7)100% i uzima 90%, 95%, 99%. Sirinu intervala nazivamo preciznoséu
procjene, a sam interval intervalom povjerenja.

Razina pouzdanosti i preciznost procjene su obrnuto proporcionalni. Uzi inter-

val, odnosno veca preciznost se moze postic¢i uz smanjenje pouzdanosti, odnosno,

veca pouzdanost rezultira smanjenjem preciznosti, odnosno Sirim intervalom.

5.3.1 Procjena aritmeticke sredine

Ako je uzorak, uzet iz proizvoljno distribuirane populacije, nepoznatog oceki-
vanja p, dovoljno velik (n > 30), onda je sampling distribucija aritmetickih sre-
dina T normalna N (u,0z). Tada se u intervalu <u — 2y/207, b+ 2y /20'5> nalazi
(1 — ) 100% aritmetickih sredina uzoraka, odnosno vjerojatnost da aritmeticka
sredina T nekog uzorka bude u ovom intervalu je 1 — . Broj z,/; je vrijednost
standardizirane normalne varijable Z koja ima svojstvo p (Z > 2y /2) = ~/2. No,
to znaci da je vjerojatnost da aritmeticka sredina p populacije bude u intervalu
<f — 2207, T + zy/205> takoder 1 — ~.

Interval
<f — 2y/207: T + zv/2gf>

nazivamo intervalom povjerenja aritmeticke sredine za velike uzorke s
razinom pouzdanosti 1 — 7.

Interval interpretiramo na nacin da se s vjerojatnoscu 1 — v ocekuje da nepoz-
nata aritmeticka sredina populacije bude veta od donje, a manja od gornje granice
intervala. Buduéi oz u sluc¢aju i konacne i beskonacne populacije ovisi o stan-

dardnoj devijaciji o cijele populacije koja je najceste nepoznata, to ju u formuli
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smijemo zamijeniti s njezinim procjeniteljem

A—\/S2 n N-—-1
= n—1 N

izracunatim na uzorku, odnosno s

6 =4/52

n—1’
. . . . N?l ~
ako je N nepoznat i dovoljno velik =7 =~ 1.
Ovaj interval mozemo primjenjivati i na male uzorke (n < 30) ako je populacija iz

koje je uzorak uzet normalna i ako joj je poznata standardna devijacija o.

Primjer 5.8 Ako su vrijednosti populacije 6 s frekvencijom 50, 10 s frekvencijom
20 7 30 s frekvencijom 10, onda je aritmeticka sredina populacije ;i = 10, a stan-
dardna devijacija je 0 = /60. Standardna devijacija aritmetickih sredina T uzoraka
velicine 31 je oz = \%,/%:T = %, /% ~ 1.095. Ako iz populacije odaberemo

uzorak velicine 31 koji se sastoji od elemenata populacije koji imaju obiljeZje 6,

onda je aritmeticka sredina uzorka T = 6, a odgovarajuci interval povjerenja s
razinom pouzdanosti 90% je <E — 2y/20%, T + 27/20§> . Buduci je 1 —~v = 0.9, to je
/2 = 0.05 7 2905 =~ 1.645, (0.05 = p(Z > z005) = 0.5—p (Z < 20.05) = 0.5—0.4495,
pa je po tablici vrijednosti normalne distribucije zg o5 € (1.64,1.65) ). Stoga je in-
terval jednak (6 — 1.645-1.095,6 + 1.645 - 1.095) = (4.1987,7.8013). Ocito je da
u = 10 ne pripada ovom intervalu. Za ovakav uzorak niti povecanje razine pouz-
danosti na 99% ne bi dalo zadovoljavajuéi interval. Naime, u tom slucaju je /2 =
0.005 i@ zg005 = 2.58, pa interval ocekivanja (6 — 2.58 - 1.095,6 + 2.58 - 1.095) =
(3.1749,8.825 1) takoder ne sadrzi p. No, uzmemo li primjerice uzorak koji se
sastogi od 29 elemenata s obiljezjem 6 i 2 elementa s vrijednodcu 30, onda je ar-
itmeticka sredina uzorka T = 7.54, a pripadni interval ocekivanja s 99% razine
pouzdanosti je (7.54 —2.58 -1.095,7.54 + 2.58 - 1.095) = (4.7149,10.365) i daje
reprezentativnu informaciju o aritmetickoj sredini. Prvi uzorak spada medu 1%

uzoraka za koje interval povjerenja razine pouzdanosti 99% nete sadriavati ju.

Zadatak 5.9 U slucajnom uzorku od 64 naloga izdana na terminalu neke banke
zabiljezeni su podact o vremenu potrebnom za obradu tih naloga. Prosjecno vri-

jeme toga uzorka je T = 9.70906 minuta, a standardna devijacija uzorka je s =
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3.04569. Odredite granice u kojima se moZe ocekivati prosjecno trajanje obrade
naloga komitenata te banke? Razina pouzdanosti procjene neka je 95%.

Rjesenje: Buduti je n = 64 > 30 u pitanju je veliki uzorak. Buduci je N
nepoznat, a mozemo pretpostaviti da je dovoljno velik tj. da uzorak ¢ini manje
N=n). No buduéi
je standardna devijacija o cijele populacije nepoznata, smijemo umgesto o uzeti
procjenitelja & = s,/;%5 = 3.04569 - \/> = 3.06977 (izostavljamo faktor \/> ).
Vrijedi 1 — v = 0.95 = ~v/2 = 0.025 = zp025 = 1.96, stoga su granice traZenog

intervala 9.70906 + 1.96 - 3?/6377, pa je interval (8.957,10.461) .

Ako je slucajni uzorak mali (n < 30) i ako je izabran iz populacije ¢ija

od 5% svih naloga, to uzimamo oz = \/iﬁ (izostavljamo faktor

je distribucija normalna, ali s nepoznatim parametrima p i o, onda interval
<E —ty/20%, T + t7/203> sadrzi p s vjerojatnostu 1 — . Broj t,/, je vrijednost -
distribuirane varijable s n — 1 stupnjeva slobode koja ima svojstvo p (t >t /2) =
v/2. Buduéi da je o nepoznat, to u formuli za oz umjesto o uvrstavamo procjen-
itelja ¢ izrac¢unatog na uzorku.

Interval
<f —1y/207, T + tv/20f>

nazivamo intervalom povjerenja aritmeticke sredine za male uzorke s razi-

nom pouzdanosti 1 — 7.

Zadatak 5.10 Iz evidencije od 8967 telefonskih razgovora ispituje se prosjecno
trajanje razgovara temeljem slucajnog uzorku o trajanju 10 razgovara:
2,1,1,2,8,4,2,1,1,8. Ako pretpostavimo da je trajanje razgovora mormalno dis-
tribuirano, odredite granice za koje se s pouzdano$éu 95% moze otekivati da obuh-
vacaju prosjecno trajanje razgovora.

Rjesenje: Zadano je n = 10, stupnjevi slobode= 9, 1 —~ = 0.95, v/2 =
0.025, pa je to.o25 (9) = 2.262.

Slijedi T = ft=ttn — 2HEdS — 9 jp,

6= /@12 + +x —2) i+ +a2—nz? _ /10
o n—1 37

Oz = \/ﬁ ( buduci je 5 < 0.05 smijemo izostaviti faktor

N
N1/
Trazeni mterval je <2 — 2.262 - %, 24 2.262 - §> = (1.246,2.754) .
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5.3.2 Procjena proporcije

Procjenitelj p proporcije p nekog obiljezja populacije je proporcija uzorka p = =,

gdje je m broj ¢lanova uzorka s odredenim obiljezjem, a n veli¢ina uzorka. Ako

slucajni uzorak potjece iz beskona¢nog skupa, onda je sampling distribucija propor-

cija p binomna distribucija s o¢ekivanjem E [p] = p i standandardnom devijacijom
S (1n— p)

Ako je populacija kona¢na i velicine N onda je sampling distribucija proporcija p

hipergeometrijska s oc¢ekivanjem p i standardnom devijacijom

Uﬁ:\/p-a—p) (%:T)-

Buduci da obje distribucije teze normalnoj distribuciji, u oba slucaja se kao prak-

tiéno pravilo uzima da je sampling distribucija proporcija p aproksimativno nor-
malno distribuirana N (p, o) ako jenp > 5in (1 — p) > 5. U tom slucaju, koristeéi

svojstva normalne distribucije, interval
(B — 291205, + 2y/205)

sadrzi pravu proporciju p s vjerojatnos¢u 1 —~. Taj interval nazivamo intervalom
povjerenja proporcije s razinom pouzdanosti 1 — 7.
Buduéi da je u formuli za izra¢un granica intervala povjerenja proporcije potre-

bna proporcija p, a koja nije dostupna i koju procjenjujemo tim istim intervalom,

smijemo izraz 242 zamijeniti izrazom ZU=2). Takoder, u slu¢aju konaéne popu-
n n—1 )
lacije i & < 0.05 faktor %:’f izostavljamo.

Nadalje, buduci je interval povjerenja proporcije dobiven aproksimacijom binomne
i hipergeometrijske razdiobe s normalnom distribucijom i aproksimacijom stan-
dardne devijacije 05 pomocu gornjeg izraza, to je potrebna dodatna provjera je
li postupak tj. aproksimacija zadovoljavajuci. Rezultate mozemo prihvatiti kao

relevantne ako je gornja granica intervala strogo manja od 1.

Primjer 5.11 Od 6432 osiguranika neke osiguravajuce kuce v uzorku od 400 osig-

urantka njih 320 nije sudjelovalo u prometnoj nezgodi u prethodnoj godini. Odredite
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interval povjerenja proporcije osiguranika koji su bili sudionici prometne nezgode
u prosloj godini s razinom pouzdanosti 95 %.
Zadano je N = 6432, n = 400, m = 80, p = & = 0.2. Nadalje 1 — v =

n

0.95 = 7/2 = 0.025 = 2005 = 1.96, 0y = /22 (N=0) = 0.01939 (buduéi
Jje & = 0.062 > 0.05 faktor J]\V,:’f ne zanemarujemo). Interval pouzdanosti je

(0.2 —1.96-0.01939,0.2 + 1.96 - 0.01939) = (0.162,0.238), pa s 95% sigurnosti
moZzemo reci da je izmedu 16.2% i 23.8% osiguranika imalo prometnu nezgodu
u prosloj godini.

MoZemo prihvatiti ove granice jer je gornja granica manja od 1 i np ~ np = 80
in(l—p)~n(l—p) =320 sto je vete od 5, pa je implementacija ove procedure

prihvatljiva.

Primjer 5.12 Na uzorku od 576 dobitnika lutrije w SAD-u u zadnjih 10 godina u
iznosu preko 100000 § samo je njih 63 dalo otkaz na poslu. Procijenite proporciju
ljudi koji su dobitnici iznosa veéega od 100000 § na lutriji v SAD-u u zadngjih 10

godina, a koji su nakon dobitka dali otkaz i to s razinom pouzdanosti 95%.

Zadano je n = 576, m = 63. Nadalje, moZemo izracunati p = % = 0.1,
v/2 = 0.025 = zp025 = 1.96, 05 = ’% = 0.013 (ovdje moramo zanemar-

ity faktor %:Tf jer je N nepoznat, odnosno pretpostavijamo da je dovoljno velik).

Trazena proporcija p se nalazi u intervalu
(0.11 = 1.96 - 0.013,0.11 + 1.96 - 0.013) = (0.084,0.135) s 95% wvjerojatnosti, tj.
sigurni smo s vjerojatnostu 95% da je izmedu 8.4% 1 13.5% ljudi napustilo posao

nakon ovakvog dobitka.

5.3.3 Procjena varijance

Ako je uzorak velicine n uzet iz normalno distribuirane populacije vari-

A2 . .. . . SIORT .- . -1)62 ;.
2 a 6 je njezin nepristrani procjenitelj, onda su vrijednosti M dis-
ag

jance o

tribuirane po y2-distribuciji s n — 1 stupnjeva slobode. Tada, s vjerojatnoséu

1 — ~ smijemo tvrditi da se ("_012)&2 nalazi u intervalu <X%1—v /2);n—1’Xi /2;n—1>’

gdje su brojevi X7, oy, 1 1 X2 J2n_1 Vrijednosti x2-distribuirane varijable s n — 1

stupnjeva slobode koje imaju svojstvo p <X2 > X%ﬂ/z;nq) = 1 — /2, odnosno
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D <X2 > X?y/Z;n—l) = /2. Tada se, s istom vjerojatnosctu, vrijednost # nalazi
u intervalu < B R — > . Napokon, s vjerojatnos¢u 1 — ~ varijanca pop-
Xy/2m—1" X(1—/2)in-1

(n—1)62 (n—1)62

2 ) 2

v/2m=1" X(1—y/2);n—1
valom povjerenja varijance s razinom pouzdanosti 1 —~. Interval povjerenja

ulacije 02 pripada intervalu > Ovaj interval nazivamo inter-

standardne devijacije o je

<&\/m | &y/(n—1) >
\/ X /2in 1 \/ X(1—y/2)m1

Zadatak 5.13 Procijenite disperziju trajnosti Zarulja odredenog tipa s razinom

pouzdanosti 95% ako je pomotu uzorka od 21 Zarulje izracunata velicina
21
S (x; — )% = 208080 sati.
= 21
2 (e

Rjesenje: Vrijedi 6% = = = 20880 — 10404 = & = 102 (faktor

n—1

% je izostavljen, tj. wuzimamo da je N jako velik). Nadalje, 1 —~v = 0.95 =

v/2 = 0.025 = 1 — v/2 = 0.975, a buduéi su stupnjevi slobode jednaki 20 slijedi

102v20  _102v20 \ _
V/34.1696 7 1/9.59083

(78.036,147.294), pa kaiemo da se na razini pouzdanosti od 95% ocekuje da je

X6.025:20 = 341696, X3 g75.00 = 9.59083. Trazeni interval je <

prosjecno odstupangje trajnosti zarulje od njihove prosjetne trajnosti izmedu T8 i
147 sati, uz opravdanu pretpostavku da je distribucija trajnosti Zarulja priblizno

normalna.

5.3.4 Procjena razlike sredina pomocu neovisnih uzoraka

Neka vrijednosti z11, Z21, ..., n,1 tvore uzorak veli¢ine ny iz populacije S; s arit-
metickom sredinom g, i standardnom devijacijom o4, te neka vrijednosti

T12, T22, ..., Tnyo tvore uzorak veli¢ine ns iz populacije Sy s aritmetickom sredinom
1o 1 standardnom devijacijom o9. Procjenitelj razlike D = p; — p, aritmetickih
sredina populacija je razlika D = T — 73 izmedu aritmetickih sredina 77 i 75
uzoraka. Ovaj procjenitelj je nepristran, tj. F [T7 — T3] = uy — g = D. Ako su

uzorci, uzeti iz populacija, veliki i medusobno neovisni, onda je pripadna sampling
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distribucija priblizno normalna, a standardna devijacija joj je

ot | 03
Ozi-z3 = || — + —-
ny D)

Ako su uzorci uzeti iz populacija veliki i neovisni, onda interval

<D — 27/20—33*1,@, D + Z’Y/ZO—H*I72>

nazivamo intervalom povjerenja za razliku aritmetickih sredina dviju
populacija za velike i neovisne uzorke s razinom pouzdanosti 1 — 7, i
on sadrzi razliku D = u; — py s vjerojatnoséu 1 — . U formuli za granice ovog
intervala smijemo zamijeniti (najcesée nepoznate) varijance populacija o2 i 03 s
njihovim procjeniteljima 67 i 3.

Ako se razlika sredina procjenjuje pomoc¢u malih uzoraka izabranih iz normalno
distribuiranih populacija razlicitih sredina i jednakih, poznatih, varijanci
01 = 09 = 0, onda je odgovarajuéi interval povjerenja

<D — try/QO—Tl_E, D + t'Y/QO—H_E> s

gdje je Oz—z3 = 04/ ”ﬁj—n’f, a broj t,/o je odgovarajuca vrijednost ¢-distribuirane
varijable s n1 + ny — 2 stupnjeva slobode.

Ako je zajednicka varijanca o nepoznata, onda se koristi izraz

\/(nl —1)624 (ng — 1) 62 (nl +n2)
0-3371—@: .

ny + ng — 2 nin9

Ako se prethodno utvrdi da su varijance populacija razlicite onda se koristi izraz
O35 = \/ Z—? + Z—é, a broj stupnjeva slobode kojeg koristimo za izracun vrijednosti
ty/2 je jednak

2 a2\ 2 1) %3
o] 05 ni na
s.s. = Int —+—= - +
nq No ny — 1

TLQ—l

gdje Int oznacuje najvece cijelo decimalnog broja (broju se odbacuju decimale).
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Zadatak 5.14 Aritmeticka sredina brzine otpremanja stranke sluzbenice A u uzo-
rku od 40 stranki je 503 sekunde s prosjecnim odstupanjem 145. Aritmeticka sred-
ina brzine otpremanga stranke sluzbenice B u uzorku od 52 stranke je 407 sekundsi
s prosjecnim odstupanjem 132. Procijenite razliku prosjecnih vremena potrebnih za
otpremanje stranke kod sluzbenice A 1 slutbenice B s razinom pouzdanosti 94%.
Rjesenje: Vrijedi 77 = 503, s1 = 145, ny = 40, 75 = 407, s = 132,
ng =52, D =T —T3 = 96, 1 —v = 094 = /2 = 0.03 = zp03 = 1.88,

7 iES) | s(mh) o
Ori—13 = \/ -+ 2= — + 2~ = 29.67743. Stoga je traZeni interval
ni n2 ni n2

(96 — 1.88-29.67743,96 + 1.88 - 29.67743) = (40.206, 151.793) .

Mozemo reci da je razlika prosjecnih vremena potrebnih za otpremangje stranke kod

sluzbenice A i sluzbenice B s razinom pouzdanosti 94% izmedu 40 i 151 sekundu.

5.3.5 Procjena razlike sredina pomocu ovisnih (uparenih)

uzoraka

Procjenjivanje razlike aritmetickih sredina dviju populacija zavisnim uzorcima
obi¢no se provodi pomocu razlike vrijednosti parova, pogotovo ako se populacije
sastoje od istih ¢lanova s dva razlicita numericka obiljezja. Primjerice, mozemo
promatrati populaciju ljudi koji su poceli primjenjivati dijetu, a istoj osobi bil-
jezimo tezinu prije i poslije dijete, ili promatrati uspjehe ucenika istog razreda
kod dva razli¢ita nastavnika, ili proizvodnost populacije radnika prije i poslije
stru¢nog usavrsavanja. Kod ovakvih primjera zapravo radimo s istom populacijom
{s1, ..., sy } na kojoj operiraju varijable X; i X5. No, onda se moze formirati jedin-
stvena varijabla razlika d = X; — X5 koja djeluje na istoj populaciji. Ta varijabla
ima oc¢ekivanje u,; = E'[d] = E'[X; — X3| = p; — 1y 1 standardnu devijaciju .

Uzorak {d;,, ..., d;, } veli¢ine n, kojeg uzimamo iz ovakve populacije razlika, je za-
pravo par medusobno ovisnih uzoraka {z;,,...,x;, } 1 {9, ..., ¥i, } jednake veli¢ine
vrijednosti kojih promatramo u parovima, odnosno za i-ti ¢lan promatramo par
(x;, ;) ¢ija je razlika d; = x; —y;. Varijablu koja svakom takvom uzorku {dy, ..., d,}

n

razlike parova pridruzi aritmeticku sredinu d = je nepristrani procjenitelj
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aritmeticke sredine p,;, pa onda i razlike aritmetickih sredina prve i druge pop-
ulacije py — py = g, tj. vrijedi E [ﬂ = [, — ly. Za velike uzorke sampling
distribucija varijable aritmetickih sredina razlika uzoraka d je priblizno normalna
N (g4, 07), gdje je o7 = ;_% Tada je vjerojatnost da razlika aritmetickih sredina
[y = I, — po populacija (isto $to aritmeticka sredina razlika) bude u intervalu

<c_l — 2y/203, T + 2y /203> jednaka 1 — . Interval
(d = 2,205, d + 2y207)

nazivamo intervalom povjerenja razlike aritmeticke sredine za velike uzorke
na temelju ovisnih (uparenih) uzoraka s razinom pouzdanosti 1 — 7. U
izrazu za granice intervala u oy smijemo umjesto (obi¢no nepoznate) standardne
. . 5 e - .
devijacije varijable razlika o4 uvrstavati njezin procjenitelj 64 = sq,/-"7, gdje je

sq standardna devijacija uzorka razlika {d, ...,d,}, tj.

sd:\/(dl—af_‘__.._‘_(dn_a)z‘

n

Ako je uzorak mali, a populacije normalno distribuirane, onda u izrazima
za granice intervala umjesto z,,, treba staviti vrijednost ¢, s n — 1 stupnjeva
slobode.

Zadatak 5.15 Zadana je tablica s tezinama 5 proizvoljno odabranih ljudi koji su
se podvrgli odredenoj dijeti i to neposredno prije pocetka dijete © mjesec dana kas-
nije. Napravite interval povjerenja s 95% razinom pouzdanosti za razliku izmedu
prosjecne tezine svih ljudi koji su prihvatili program prije pocetka dijete i mjesec
dana nakon (isto $to i prosjetna razlika w teZinama prije i poslije). Koje pret-

postavke trebaju biti ispunjene da bismo mogli prihvatiti te rezultate?

Osoba | Tezina prije | TeZina poslije

A 150 143
B 195 190
C 188 185
D 197 191
E 204 200
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Osoba | Razlike d
A 7
Rjesenje: Formiragmo tablicu razlika i 2 Vrijedi: n = 5,
D 6
E 4

—\2 N\ 2
-3 N [0 di—d) 4+~ (dn—d _5)24... _5)2
d:”T#’L:fB,O'd:Sd\/E:\/(l )nfl( ):\/(75)+4+(45)21.58,
1=~ =095 = ~/2 = 0.025, stupnjevi slobode= 4 = g5 = 2.776. TraZeni
interval je <5 — 2776158 5 4 2.776%> — (3.04,6.96) , koji mosemo prihvatiti
jedino uz (opravdanu) pretpostavku da su teZine svih ljudi u programu prije dijete

1 poslije normalno distribuirane.

5.3.6 Procjena razlike proporcija

Neka su n; i ng veli¢ine uzoraka uzetih iz populacija kojima su p; i po proporcije
nekog obiljezja redom. Ako u prvom uzorku ima m; elemenata s promatranim
obiljezjem, a u drugom ms, onda su p; = %1 ipy = :;L—QQ proporcije uzoraka s
promatranim obiljezjem redom. Razlika p; — po je nepristrani procjenitelj prave
razlike populacijskih proporcija p; — po. Nadalje, ako su uzorci dovoljno veliki
(kao kod procjene proporcije) sampling distribucija razlika proporcija p; — ps je

priblizno normalna N (p; — pa, 05,—5,) » gdje je

Y (n1p1 + napa) (1 (1 = p1) +na (1 — pa))
pP1—p2 (’)’Ll + nz) ’)’Lln2 .

Tada je vjerojatnost da razlika populacijskih proprcija p; — p2 bude u intervalu
(D1 — P2 — 2y/20p1—pa» D1 — D2 + 29/205,—p, )
jednaka 1 — ~.

Interval <ﬁ1 — D2 — 2y/20p,—po» P1 — D2 + 2y /2aﬁ1,ﬁ2> nazivamo intervalom pov-

jerenja razlike populacijskih proporcija s razinom pouzdanosti 1 — 7.

Primjer 5.16 Od 100 splitskih domacinstava odabranih u uzorak, 50 je na bar
jednoj televizigi pratilo svecanost povodom 100 godisnjice Hajduka, dok je od 200
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zagrebackih domacinstava odabranih u uzorak njih 75 pratilo na TV-u isti dogaday.
Procijenite 95% intervalom razliku proporcija.

Vrigedi: my = 100, m; = 50, p; = %1 = 0.5, no = 200, my = 75, py =
B = 0375, p1 — f = 0.125, 0p,_p, = o/ D220 pEn(op) — 6038,
2y/2 = Zo.025- lTrazeni interval je (0.125 — 1.96 - 0.06038,0.125 + 1.96 - 0.06038) =
(0.0066,0.243). Mozemo zakljuciti, s 95% sigurnoséu, da je razlika gledanosti TV

programa vezanog uz proslavu 100 godisnjice Hajduka izmedu splitskih i zagrebackih

domaéinstava izmedu 0.6% 1 24 %.

5.4 Odredivanje veli¢ine uzorka za procjenu para-

metra

Velicina sluc¢ajnog uzorka uzetog iz populacije za procjenu parametra 6 ovisi,
izmedu ostalog, o zeljenoj preciznosti procjene i razini pouzdanosti procjene. Nar-
avno, da veci uzorak implicira i ve¢u preciznost i vetu pouzdanost, no ¢esto puta i
povecava troskove istrazivanja. Stoga je uputno na pocetku istrazivanja, prije uz-
imanja uzorka, iskazati Zeljenu preciznost i razinu pouzdanosti, te temeljem toga
izraCunati potrebnu veli¢inu uzorka da bi se ostvarili postavljeni ciljevi. Ako je
interval povjerenja do kojeg zelimo do¢i simetrican <@ —d, 0+ d>, onda brojem
2d iskazujemo preciznost procjene, tj. najveéu dopustenu gresku d (izmedu 6 i 6) u
apsolutnom iznosu ili u relativnom iznosu % (u jedinicama procijenjenog parame-
tra ). Veli¢ina uzorka n se izracunava iz formula za granice intervala povjerenja
i to za zadani d i 1-y. Ako zelimo naciniti interval povjerenja (T — d,T + d) za
procjenu sredine p populacije s razinom pouzdanosti 1 — v, onda, za beskonac¢ne
populacije, iz d = z,y/g\/iﬁ slijedi n = (Z”/TQU)2 .

U postupku odredivanja velicine uzorka n, treba nam, osim preciznosti d i pouz-
danosti 1 — v, i standardna devijacija populacije ¢ koja je redovito nepoznata.
No, o se kao planska veli¢ina prosuduje pomocu pilot istrazivanja ili se uzima kao
iskustveno pravilo da je raspon cijele populacije priblizno 60 (Cebisev teorem).

Ako se pogreska izrazava relativno (koliki postatak vrijednosti sredine toleriramo
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g
v/2

2
7 ) . Ako je populacija konacna, onda se n nade

za gresku) onda je n = <

iz jednadzbe d = 27/2%\ /%, i to samo u slucaju kada je %2 > 0.05, gdje je

o\ 2
Zy/27 . .
ng = (%) . U protivnom je n = ny.

Zadatak 5.17 Restoran s dostavom Zeli ispitati srednje vrijeme dostave koje traje
od narudzbe do urucivanja na adresu. Ako menadiment restorana Zeli procjenu
s toleriranom greskom od 5 minuta i razinom pouzdanosti od 95% koliku veli¢inu
uzorka moraju promatrati ako se zna da je priblizno najbrza dostava bila 10 minuta,
a najsporija 100.

Rjesenje: Vrigedi: d =5, 2,3 = 20,025 = 1.96, 60 ~ 100 — 10 = 90 = 0 =~
%0 = 15. Stoga je n = (%)2 = (%)2 = 34.574. Potrebno je, dakle, uzeti u
uzorak (barem) 35 dostava da bi zakljucak bio trazene preciznosti i pouzdanosti.

Ako zelimo naciniti interval povjerenja (p — d, p + d) za procjenu proporcije p
nekog obiljezja populacije s razinom pouzdanosti, onda, za beskona¢ne populacije,

p(1—p)

o= (2250 -1

U postupku odredivanja velicine uzorka n, treba nam, osim preciznosti d i pouz-

iz d = 2y slijedi

danosti 1—7, i proporcija p koju procjenjujemo. Za nju uzimamo plansku, pribliznu
velicinu. No, ako nema pouzdane osnove za plansku veli¢inu, onda se uzima na-
jnepovoljniji slucaj, tj. kada je p (1 — p) maksimalan, a to ¢e biti za p = 0.5. Ako

je populacija konac¢na, onda se n nade iz jednadzbe

=M (750

i to samo u slucaju kada je ¢ > 0.05, gdje je ng = (

Zr/2

d )2P<1 — p). U protivnom

jen =ng.
Na slican nacin se odreduju veli¢ine n; i ny uzoraka koje treba uzeti iz dviju
populacija za procjenu razlike sredina f1; — 5 i razlike proporcija p; —ps. U izracunu

se uzima da je ny = no.
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Primjer 5.18 Koliko dobitnika lutrije u iznosu od preko 100000 § u zadnjih 10
godina treba ukljuciti u istraZivanje o postotku onih dobitnika koji su napustili posao
nakon takvog dobitka, ako Zelimo preciznost od 0.02 i razinu pouzdanosti 90 %.
Vrigedi: 2d = 0.02 = d = 001, 1 —~v = 0.9 = 2,2 = 2005 = 1.645. Za p
moZemo uzeti 0.11 proporciju iz Primjera 5.12 kojega mozemo tretirati kao pilot
uzorak od 576 ¢lanova (u slutaju da memamo ovaj podatak od prije morali bismo
staviti p = 0.5). Sada je n = (2£2)°p(1—p) = (84)%0.11 - 0.89 = 2649.2.
Zakljutujemo da je potrebno promatrati uzorak od barem 2650 dobitnika.



Poglavlje 6

Testiranje hipoteza

6.1 Testiranje hipoteza o parametru

Statisticka hipoteza je tvrdnja o veli¢ini parametra # ili o obliku distribu-
cije populacije ¢ija se vjerodostojnost ispituje pomocu slucajnog uzorka. Pos-
tupak kojim se donosi odluka o prihva¢anju ili neprihvacanju hipoteze temeljem
podataka iz uzorka se naziva testiranjem statistickih hipoteza. Statisticki
testovi se dijele na parametarske i neparametarske. Testiranje polazi od formi-
ranja nulte hipoteze H, i alternativne hipoteze H; koja je komplementarna
nultoj hipotezi. Moguce odluke su prihvacanje nulte hipoteze i odbacivanje nulte
hipoteze (§to je ekvivalentno prihvac¢anju alternativne). Buduéi se odluka donosi na

temelju podataka iz uzorka, u postupku testiranja su moguce dvije vrste pogreske.

Hy je istinita Hy je lazna
H,j je prihvacena (tj. nije odbacena) | ispravno pogreska tipa II.
Hj je odbacena pogreska tipa L. | ispravno

Pogreska tipa 1. se iskazuje vjerojatnos¢u a odbacivanja istinite nulte hipoteze.
Jos se naziva razinom znacajnosti ili signifikantnosti (ili razinom rizika).
Pogreska tipa II. se iskazuje vjerojatnoscu (3, a vjerojatnost 1— [ se naziva snagom

statistickog testa i oznacava vjerojatnost odbacivanja neistinite Hy hipoteze.

105
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U slucaju prihvacanja hipoteze Hj kazemo da je opravdano prihvatiti kao vjero-
jatno istinitu tvrdnju iz hipoteze (ili jo§ bolje da je nije opravdano odbaciti) s
razinom signifikantnosti o, odnosno u sluc¢aju odbacivanja kazemo da je na danoj
razini signifikantnosti o opravdano odbaciti tvrdnju iz hipoteze kao vjerojatno
neistinitu.

U slucaju parametarskog testa, u kojem se testira vrijednost parametra 6 po-
mocu vrijednosti procjenitelja parametra 9, razlikujemo 3 vrste testa. U dvosm-
jernom testu pretpostavljamo da je vrijednost parametra jednaka unaprijed fik-
siranoj vrijednosti 6y, tj. hipoteza H, glasi § = 6. U jednosmjernim testovima

pretpostavljamo da je 8 > 6y, odnosno 6 < 6,.

6.1.1 Z it test

Ako se za zadanu razinu pouzdanosti 1 — o moze pomocu vrijednosti 6 naciniti

interval povjerenja <9 — 0pZa/2 0+ a(;za/2> ili <@ — optase, 0+ ag,ta/2>, onda ako
je 8 = 0 slijedi da je vjerojatnost da vrijednost 6 na uzorku pripada intervalu
<00 — 0pZay2,00 + U@Za/2>, odnosno <00 — Optay2, 0o + O'éta/2>, jednaka 1—a. Stoga,
ako je 0 c <90 — 0pZay2, 00 + aéza/2>, odnosno 6 € <90 — optay2, 00 + U@ta/2>, onda

prihvacamo hipotezu 6 = . Takvu odluku donosimo ako je —z,/2 < 2z = @;# <
4

Za/2, 0dnosno ty/s <t = 9;20 < ta/2, gdje z, odnosno ¢, nazivamo testnom velici-

nom. Tada kaZemo da se na razini signifikantnosti o parametar 0 statisticki znaca-
jno ne razlikuje od vrijednosti 0q ili da ne mozemo odbaciti hipotezu 6 = 6.

Ako je z < —zqy2 ili 2 2> 242, odnosno t < —t,/2 ili t > t,/2, onda odbacujemo
hipotezu 6 = 0y, i kazemo da se na razini signifikantnosti o parametar 0 statisticki
znacajno razlikuje od vrijednosti 6y. Vjerojatnost « iskazuje rizik da ipak bude
0 = 0, istinito ali je procjenitelj 6 medu onih a100% procjenitelja koji ne upadaju
u odgovarajuci interval povjerenja oko 6.

Vjerojatnost da vrijednost 6 na uzorku pripada intervalu (—o0, 6y + 0%,), odnosno
(—00,00 + o4t.), jednaka je 1 — a. Stoga, ako je 0 (—00,00 + 0424), odnosno
0 c (—00, 0 + opta), onda prihvatamo hipotezu 6 < 6. Takvu odluku donosimo
ako je z = é;% < Z4, odnosno t = 9;@ < to. Tada kaZemo da je na razin

0
signifikantnosti o parametar 0 statisticki znacajno manji ili se ne razlikuje od vri-
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jednosti 0y ili da ne moZzemo odbaciti hipotezu 6 < 6.
Ako je z > z,, odnosno t > t,, onda odbacujemo hipotezu 6 < 0y, i kazemo da je
na razini signifikantnosti o parametar 6 statisticki znacajno veci od vrijednosti 6.
Vjerojatnost « iskazuje rizik da ipak bude 6 < 6 istinito ali je procjenitel; 6 medu
onih @100% procjenitelja koji ne upadaju u odgovarajuéi interval (—oo, 8y + 024,
odnosno (—o0, 0y + opta).
Vjerojatnost da vrijednost 0 na uzorku pripada intervalu (§y — 0424, 00), odnosno
(0o — oyta,00), jednaka je 1 — a. Stoga, ako je 6 € (0o — 0424,00), odnosno
6 e (0o — opta,00), onda prihvacamo hipotezu 6 > 6. Takvu odluku donosimo
ako je z = é;@ > —Z,, odnosno t = é;@ > —t,. Tada kazemo da je na razini
sz’gniﬁkantnosi@' a parametar 0 statistiékz znacajno vect ili se ne razlikuje od vri-
jednosti Oy ili da ne mozemo odbaciti hipotezu 6 > 6.
Ako je z < —2z,, odnosno t < —t,, onda odbacujemo hipotezu 0 > 6, i kazemo da
je razini signifikantnosti o parametar 0 statisticki znacajno mangi od vrijednosti
fy. Vjerojatnost « iskazuje rizik da ipak bude 6 > 6, istinito ali je procjen-
itelj 6 medu onih a100% procjenitelja koji ne upadaju u odgovarajuéi interval
(0 — 0424, 00), odnosno (§y — oyty, 00).

Ako se testiranje na razini znacajnosti « izvodi pomoc¢u normalne sampling

distribucije, onda govorimo o z-testu i postupamo kao u sljedecoj tablici.

Nulta Alternativna | Podrucje Podrucje

hipoteza hipoteza prihvacanja nulte hip. | odbacivanja Hy
Hy..0 =0y | Hy...0 # 0y —Zaj2 < 2 < Za/2 2 < —z2qp2 ili 2 2 242
Hy..0 <6y | Hy...0 >0 z2 < 24 Z 2 Za

Hy..0 >0y | Hi...0 <6y Z > —2, 2 < 24

Ako se testiranje na razini znac¢ajnosti « izvodi pomocu Studentove sampling dis-
tribucije (s odgovarajuéim stupnjevima slobode), onda govorimo o t-testu i postu-

pamo kao u sljedecoj tablici.
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Nulta Alternativna | Podrucje Podrucje

hipoteza hipoteza prihvacanja nulte hip. | odbacivanja Hy
Hold =0y | Hi 0 # 0y | ~tajs <t <tups t < —toy ilit > ta
Hy..0 <0y | Hyi...0 > 0y <ty t >,

Hy..0 >0y | Hi...0 < 0y t> —t, t <t,

Primjer 6.1 Radi povetanja prometa lanac trgovina razmislja o uvodenju mogu-
¢nosti placanja karticom ako prosjecni mjesecni promet bude veci od 300000 €.
Uvedeno je pokusno placanje u 15 trgovina (manje od 5% ukupnog broja trgovina,).
Ako je prosjetni mjesecni promet u uzorku bio 317543 €, a prosjecno odstupanje
4768, kakvu odluku treba donijeti s razinom signifikantnosti 5%? Pretpostavlja se
da je mjesecni promet po prodavaonicama normalno distribuiran.

Treba testirati aritmeticku sredinu p1 w odnosu na p, = 300000. Hy..p <
300000, Hy.... > 300000, pri cemu je zadano T = 317543, s = 4768, n = 15.

Buduéi je uzorak mali, to provodimo t-test: t = x;fo = E_“fj = 13.767, stupnjevi
x S n—1

NG
slobode su 14, a t, = tgo5 = 1.761 povlaci t > t,. Rezultat testa upucuje da je,
na razini signifikantnosti 5%, opravdano zakljuciti da je prosjecan mjesetni promet

nakon wvodenja karticnog platanja statisticki znacajno veti od 300000 €.

Zadatak 6.2 Direktor farme pilica razmislja o uvodenju novog prehrambenog sred-
stva za pilice koje bi se jedino isplatilo ako bi tim sredstvom hranjeni pilici bili
barem 500 g tezi. U kontrolnom uzorku od 400 pilica hranjenih standardnom hra-
nom prosjecna tezina jednaka je 2350 g, a prosjetno odstupanje je 200 g. U
eksperimentalnom uzorku od 361 pilica prosjecna tezina je 3040 g, a prosjecno
odstupange je 220 g. Odluku treba donijeti s 1% znacajnosti.

Rjesenje: Treba testirati razliku aritmetickih sredina py — py teZina popu-
lacije pilica hranjenih standardno © hranjenih novim sredstvom, tj. Hy...po; — g =
500, Hy...pu9 — 1 < 500, gdje je zadano z1 = 2350, s; = 200, n; = 400, T3 = 3040,

so = 220, ny = 361. Buduéi su uzorci veliki provodimo z-test: z = Z—1=500 —
1 —T2
T3TT500 690

$2_ "1 2 _my  +/100.25+134.44
S1np—1 +52FI

= 2.9400, a z, = 29.01 = 2.33 implicira z > —z,.

ni n2
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Rezultat testa uputuje da je, ma razini signifikantnosti 1%, opravdano zakljuéiti
da je razlika prosjecnih tezina pilica hranjenih novim sredstvom i starim statisticki

znacajno veca ili jednaka 500g.

Zadatak 6.3 U wzorku od 400 biraca prve Zupanije njih 54 % se izjasnilo za
stranku HAHA, a od 625 biraca druge Zupanije njih 48% se izjasnilo za tu istu
stranku. Na razini znacajnosti 0.08 testirajte hipotezu da ne postoji razlika w
raspolozenju biraca prema stranki HAHA.

Rjesenje: Treba testirati razliku proporcija py — pa. Hy...p1 — p2 = 0,
Hi...p1 — ps # 0, pri ¢emu je poznato p; = 0.54, ny = 400, po = 0.48, ny = 0.48.
— Di=p2=0 _ 0.54-0.48 = 1.87 i 2042 = 2004 = 1.75 proizlazi

Op1—p2 (n191+n2P2)(n1 (1-H1)+na(1-p3))
(n1+ng)ning

1.75 < z, pa rezultat testa upucuje da se na danoj razini signifikantnosti odbaci

Iz 2

hipoteza Hy, tj. postoji statisticki znacajna razlika u podrsci biraca stranci HAHA

u dvije promatrane Zupanije.

Zadatak 6.4 Na referendum je izaslo 1000000 biraca. Do 22.00 sata prebrojeno
je 900000 glasacih listiéa od kojih je 55% zaokruZilo odgovor NE na referendumsko
pitanje. Testirajte hipotezu da ce nakon prebrojavanja svih listica konatna odluka
gradana na referendumsko pitanje biti negativna i to s 99% sigurnosti. MoZe li ova
hipoteza biti prihvatena s 100% sigurnosti?

Rjesenje: Potrebno je testirati proporciju p biraca koji su se negativno izrazili
na referendumsko pitange, tj. Hy...p < 0.5, Hy...p > 0.5. Zadano je a = 0.01,
N = 1000000, n = 900000 i p = 0.55. Iz z = ﬁ;}fo = ¢(P_—§’(5%_1) — 301.51 4

2001 = 2.33 slijedi z > z, Sto nas upucuje na prihvacanje alternativne hipoteze

p > 0.05 s vjerojatnoscu 0.01 da je nulta hipoteza p < 0.5 istinita. Ipak, teorijski
ne mozemo bitt u potpunosti sigurni u ishod referenduma temeljem prebrojanih
listica. Naime, ako bi svih preostalih 100000 listica bilo s pozitivnim odgovorom
onda bi proporcija negativnih odgovora bila p = T = 4% = % = pL gdje je
n velicina uzorka v m broj glasackih listica u uzorku s odgovorom NE. Tada bi
sligedilo p = 0.55-0.9 = 0.495, odnosno konacni odgovor na referendumsko pitanje
bi bio pozitivan. Da bismo temeljem uzorka velic¢ine n s proporcijom p > 0.5 (ili

p < 0.5) bili sigurni u ishod refernduma treba biti pt; > 0.5 (ili p3; < 0.5).
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6.1.2 Snaga testa

Vjerojatnost [ oznacuje vjerojatnost pogreske tipa II. tj. prihvacanja lazne nulte
hipoteze. Ako je prava vrijednost parametra ¢ = 6;, onda se za svaku vrstu
testa moze izracunati ( i snaga testa 1 — 8 (vjerojatnost odbacivanja lazne nulte
hipoteze) u ovisnosti o 6;. Sto je prava vrijednost 6, bliza pretpostavljenoj, to je
veta vjerojatnost (3 i bliza je 1 — a.

Ako se hipoteza Hy...00 = 0 testira z-testom na razini « i ako je ¢; = 0y — Za/20,
i cg = 0o + 24/20,, onda je vjerojatnost prihvacanja hipoteze, unato¢ tome sto je
pravi parametar jednak # = 6, jednaka povrsini §to ju odsijeca interval (cy, co)

ispod normalne krivulje N (61, 0,) :

0, > ¢y B=p (2l <z<0)—p(=h<z<0)
7] 0

( (
0 < B:p<0<z<%>—p(0<z<ﬂ>.
( (

)

0<s< k)

%%

Cl<(91<CQ ﬁ:p

azh <z < O) +p
[2)

Analogno vrijedi i za t-test.

Ako se hipoteza H,...0 < 6, testira z-testom na razini « i ako je ¢; = 0y — Za0, 1
ca = 0o+ 2,0, onda je vjerojatnost prihvacanja hipoteze, unato¢ tome sto je pravi
parametar jednak 6 = 6; > 6, jednaka povrsini $to ju odsijeca interval (—oo, ¢3)

ispod normalne krivulje N (61, 0,) :

01 > co 520.5—p<”5fﬁ<z<0>
o)
0r<c | B=05+p(0<z<2h)
6

Vjerojatnost prihvac¢anja hipoteze Hy...0 > 0y, unato¢ tome §to je pravi parametar
jednak 0 = 6; < 0, jednaka je povrsini $to ju odsijeca interval (ci,00) ispod

normalne krivulje N (61, 0;) :

0, < &1 5:0.5—p(0<z<610+91)
]
6, > o 5:0.5+p<61;—f’1<z<0>
[’}

Analogno vrijedi i za t-test.
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6.1.3 Testiranje hipoteza o varijancama pomocu F i Hi

kvadrat-distribucije

Ako je uzorak velicine n uzet iz normalno distribuirane populacije varijance o2,

~1)62 ;. . .
% distribuirane po
0

x2-distribuciji s n — 1 stupnjeva slobode. Tada, s vjerojatno§éu 1 — o smijemo

tvrditi da se testna veli¢ina x? = (”_0—12)02 nalazi u intervalu <X%17a /2)in—17 X2 /2.n,1> ,
0 b K

a 62 njezin nepristrani procjenitelj, onda su vrijednosti

gdje su brojevi X7, 9 1 1 X2 /2; 1 Vrijednosti x*-distribuirane varijable s n — 1
stupnjeva slobode koje imaju svojstvo p <X2 > Xia/z;nq) = 1 — a/2 odnosno
P (> o) = /2.

Moguce odluke uz testiranje o pretpostavljenoj varijanci na razini znacajnosti a

su dane u tablici

Nulta Alternativna | Podrucje Podrucje

hipoteza hipoteza prihvacanja Hy | odbacivanja Hy

Hy..0* =0y | Hy..0* # 0 X%ka/z);n—l <xX* | x* < X%l,a/g)m,l
ili x* < Xi 2n—1 ili x* > Xi 2n—1
Hy.0®>o05 | X* < Xi/2;n71 X* > Xi/2;n71
Hl"a2 < 0(2) X2 > X%lfa);nfl X2 < X%lfa);nfl

Ho..02 o

H()..0'2 2 o

IN

2
0
2
0

Primjer 6.5 Broker koji trguje dionicama prosuduje stabilnost, tj. varijabilnost
tecaja odredene dionice. On pretpostavlja da je prosjetno odstupanje tecaja od
prosjeka dionica u desetogodisnjem razdoblju 38 centi. Moze li se prihvatiti ta
hipoteza na razini signifikantnosti od 5%, ako je iz baze podataka o kotacijama
burze izabran uzorak od 10 dnevnih cijena dionica Cija je aritmeticka sredina T =

450, a procjenitelj varijance je 6° = o> = 36 (faktor % je zanemaren), uz

n—1 —
pretpostavku da su cijene normalno distribuirane?
Testiramo hipotezu Hy...0? = 38, H,...0% # 38 uz poznate podatke: n =
10, o = 0.05. Vrijednosti procitane iz tablice su X%—a/2;n—1 = X%.975;9 = 2.70039,
A2
X2 j2m-1 = Xooose = 19.0228, a testna velicina je x> = (n=l)o” _ 938 = 9.52632.
) I 0'0

Buduci se testna velicina nalazi unutar granica prihvacanja nulte hipoteze, na razni

znacajnosti od 5% se prihvata Hy.
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U mnogim situacijama vazno nam je samo znati jesu li varijance razli¢itih
populacija jednake. Ta informacija sama po sebi je znacajna jer iskazuje odnos
stupnjeva disperzije dviju populacija. No, ¢esto nam sluzi i da bismo primijenili
odgovarajuce tehnike testiranja koje mozemo uporabiti samo uz pretpostavku o
jednakosti populacijskih varijanci. Neka je 67 nepristrani procjenitelj varijance o2
normalno distribuirane populacije izracunat na osnovu uzorka veli¢ine n;. Neka je
&3 nepristrani procjenitelj varijance ¢ normalno distribuirane populacije izracu-
nat na osnovu uzorka veli¢ine ns. Ako su uzorci medusobno neovisni i uzeti iz

normalno distribuiranih populacija, onda su brojevi (omjeri)

wqwlwq g | qulb—‘q g

za bilo koja dva takva uzorka, distribuirani po F-distribuciji s [n; — 1,ns — 1]
stupnjeva slobode. Testiranje hipoteza % =1, Z—% > 1, Z—% < 1, odnosno njihovih
negacija, se provodi uporabom F'-testa, tj. usporedbom testne F-vrijednosti F' =
% i tabelarne vrijednosti Fy, ili F,,/ za F-distribuciju s [ny — 1, ny, — 1] stupnjeva,

slobode, gdje je a razina signifikantnosti.
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2,23
2.21
2.0z
1.84
1.6
1.47

120
6340
99,5
26,2
136
911
6,37
5.74
4,95
4.40
4.00
269
2.45
2.25
2.09
2,96
2.24
2,75
286
2.58
2.52
2.46
z.40
2,35
2,091
2.27
2.23
2,20
217
214
211
1.32
1.73
1.53
1.32

o0

6366
9.5
6.1
13.5
2,02
E.88
565
4,86
4,21
ER-11
260
226
217
.00
2,87
.75
2,65
2,57
2,49
2,42
2,36
31
.26
=21
217
213
210
z.08
2,03
z,01
1.80
1.60
1.38
1.00

113
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o =0,05
df;
1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 12 15 0 24 30 40 60 120 O

1 161 133 216 125 2320 234 prics 2323 241 242 244 24¢ 243 249 250 251 25 253 254
2 18,5 4180 182 1%.2 193 192 194 194 194 134 194 19,4 194 125 195 125 195 185 195
3 10.4  9.55 9.28 912 a.01 a.94 a.89 8.85 a.81 879 874 6.70 8.66 B.64| B8.62 659 a4.57 8.55 B8.53
4 AFL 6,94 6.59 6,39 £.26 E.16 609 €04 £00 596 591 5.8¢ 35.820 5.77| 5.75 572 5.68] 566 5.63
5 €61 573 541 519 505 4,95 482 482 477 474 468 462 456 4,52 450 446 4,43 440 437
a 5.9% S14 476 453 439 4258 421 415 410 406 400 3,94 387 384 381 ITFF O3TFE 370 367
7 5.5 4,74 4,25 4.1z 2.97 2.87 279 3.73| 2.68 364 357 31.51 3244 3.41| 32.38 3234 330 217 3.23
a8 5,32 4.45 4.07 284 269 2.58 2.50  Z.44 239 235 328 322 213 3.12/ 2.02 3204 301 297 293
a 5.1z 4,26 2BE 262 248 237 3229 3,23 212 14 307 3,01 2,94 2,90 286 2,82 2,7% 275 271
10 4.9¢ 410 371 348 333 322 314 307 30z 298 291 4,85 .77 274 270 Z68  Z6EZ 2,38 254
11 4.84 3,33 3.59 336 .20 3.09 3.01 2.95| 2.90 2.85 2.79| 2.72 2.65 2,61 257 .53 243 245 240
12 475 2,89 249 226 1L 200 2,91 4,825 2,80 275 2.9 ez 2.94 2,51 247 2,43 2,38 2,34 220
13 467 381 341 318 303 2092 283 4,77 271 267 260 4,53 2,45 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 221
11 460 3. T4 334 a1 796 2.85 276 270 265 260 253 2.46 2.39 2:35] 231 2.2F7| 2022{ 2.18{ 243
e 15 4,54 2.c0 2.20 2.0¢ 2.90 2.79 271 d.c4| 2,89 284 240 1.40 2.23 2,29/ 2,28 2,20 2.16| 211 2.07
6 16 4.4% 363 324 301 2,85 274 266 2,59 254 249 242 5,35 2,28 2,24 21% 215 211 206 201
17 4.45 3,39 3.20, 295 281 270 261 2,55 2,49 243 2,38 231 2.23] 2.19| 215 210 206 201 1.96
18 441 3.535 3.16 293 z.77 2,66 258 32.51 245 241 224 127 218 2.15| 211 2086 2,02 1.97 1.92
19 4,28 352 313 290 274 263 2,54 248 242 232 221 2,23 216 2,41 207 202 1,98 1,93 1.2%
20 435 349 310 287 271 260 251 .45 3% .55 228 20 Z1Z2 2058 Z04 1,9% 1,93 1.0 1.54
21 4.3 3.47 3.07 2.84 268 2.57 249 .42 237 232 225 218 210 2.05] 2.04) 1.96| 1.82 1.87| "1.81
a9 4.20 344 205 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 2,23 2,15 2,07 2,02 192 1,94 1,89 1.4 1.7
23 4,28 242 303 2820 264 2,52 244 2,37 232 227 220 2,1z 205 2,01 1.9 1,91 1,88 1.81 176
24 4,26 340 301 278 =262 2,51 242 2,3¢ 230 225 248 4,11 203 1,98 194 1,83 L1.8¢ 1,73 1.73
25 4.24 3.33 2.99 276 260 2.49 240 2,34 223 224 216 2.0% 201 1.96| 1.92 1.87 1.82] 1.77 1.71
26 422 2,37 2,88 2,74 .59 2,47 2,39 4,22 2,27 222 215 2,07 1.99 1,95 1,90 1,825 1,80 1,75 169
27 4.21) 235 298| 272 257 2.dé| 237 221 2,25 210 212| 2,06 1.,97| 1,92 1.282 124 1,79 1.73 167
28 4.20 3,34 2.95 271 2.56 2,45 2.36 2.2%| 2.24 2,19 212 2.04 1.9 1.91) 1.87 1.82 1.77| 1.71 1.65
29 418 2,23 2.83 270 2.55 2,43 2,35 2.28| 2,22 218 210/ 202 1.94 1.90 1.25 121 1.735 170 1.64
30 4,17 232 292 269 2,53 242 223® 2,27 221 2dé 209 2,01 1,93 1.8% 184 1.7% L7+ 168 162
40 408 323 284 261 2,45 234 225 218 24z z.o08% 200 1,3z 1.84 1,7% L74 1.6% L1864 1,58 1.51
g0 400 S1>  z7e T3 37T 23 217 210 Z0%4 1,99 1.9z L84 177 170 Le3 L3 L1935 1.47 1.3%7
1?0 =92 207 288 245 2,29 218 209 202 1,95 1,91 1.22 175 1.66 1.1 155 150 1.4 1,25 1.25
" %84 300 280 237 220 210 201 194 1.83 1.83 1,75 167 1,57 1,52 L1486 1,33 1,32 1,22 1.00

dfy broj stupnjeva slobode brojnika, db broj stupnjeva slobode nazivnika.

Moguce odluke uz testiranje o pretpostavljenom odnosu dviju varijanci na razini

znacajnosti o su dane u tablici

Nulta Alternativna | Podrucje Podrucje
hipoteza hipoteza prihvacanja nulte hip. | odbacivanja Hy
0-2 0'2 7o g
Ho...g—ézl Hl...g—é#l F<Fyyii B> sz F>F,,ii F < sz
2 2
Hy..Zi<1|H..ZA>1 | F<F, F>F,
92 92
Ho.%>1|H.. %<1 |F>1L F<it
o5 o5 « [

Primjer 6.6 Broker prosuduje rizik trgovanja dionicama dviju firmi temeljem pro-

matranja varijanci dnevnih zakljucnih cijena. Prosjetno odstupanje od prosjeka
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dnevnih cijena prve vrste dionica u uzorku od 21 dana je 20 centi, a kod druge
vrste dionica prosjecno odstupanje od prosjeka dnevnih cijena u uzorku od 26 dana
je 15 centi. Moze li se prihvatiti pretpostavka da je poslovanje dionicama obiju

firmi jednako riziéno, uz razinu signifikantnosti 10%.

Testiramo sljedecu hipotezu Ho...Z—z =1 H1.--Z—§ % 1. Za tmplementaciju
F'-testa moramo pretpostaviti da su zaéhuéne dnevne czjene dionica normalno dis-
tributrane. Zadani podaci su nqa = 21, s; = 20, §to povlaci &% = s%n?il = 420,
te ny = 26, sy = 15, iz Cega slijedi 65 = s%ngfl = 234. Tabelarna vrijednost je
Foj2mi-1ns_1] = Foos, 2025 = 2.01, testna vrijednost je F' = Z—% = %g =179 <

2.01, pa na danoj razini znacajnosti prihvacamo da je poslovanje dionicama jednako

7121CNO0.

Zadatak 6.7 Zadani su podaci o proizvodnji nekog proizvoda u komadima
L.smjena: 112,78,69,97,109,123,95,111,92,95,116, 92,91, 96, 98;
Il.smjena: 46,78,102,100,92,43,103,55,111,108,112,94,93,117,117, 116.
Moze li se prihvatiti pretpostavka da je stupanj varijabilnosti proizvodnje II.s-
mjene veti od stupnja varijabilnosti I.smjene, uz razinu znacajnosti o« = 5% 2 Moze
li se prihvatiti pretpostavka da se prosjecne proizvodnje u obje smjene ne razlikuju?
Rjesenjge: Za oba testa potrebno je pretpostaviti da su komadi proizvoda nor-
malno distribuirani u obje smjene. Testiramo hipotezu Ho...Z—% >1 Hl...% < 1.

Viijedi Ty = 252498 — 98967, 75 = 0+=H116 — 99938 py = 15, ny = 16,

n

1
mfl—n1ﬁ2
1

6% = S = 201.352, 62 = 613.396 i F = 5 = 8183% — 3.046. Budui je
o7 .
1 _ 1 _ 1 g

F> P = Foospoas — 24637 to prihvacamo pretpostavku Hy.

Nadalje, testiramo hipotezu Hy...piy — pto = 0 Hy...piy — py # 0. Direktnim
izracunom dobivamo T1 — Ty = 5.329, 0z = = Z—? + Z—% =3.8795, t = B1—%2 —

T1—TQ
0.728. Broj stupnjeva slobode kojeg koristimo za izracun vrijednosti t, o je jednak
622 622

e | (24 2 (=) | (&) — Int [24.2] = 24, pa je to; = 2.06

s.s. = 1Int | {1+ 72 T i = Int [24.2] = 24, pa je to/o = 2.06.

Buduci je —to o <t <ty to prihvacamo pretpostavku da se prosjectne proizvodnje

u obje smjene statisticki ne razlikuju na razini znacajnosti od 0.05.
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6.1.4 Testiranje hipoteza o jednakosti sredina K populacija

Analiza varijance (AINOVA) se sastoji od skupa postupaka kojima se rasclan-
juje varijanca prema izvorima varijabilnosti njezinih vrijednosti. Upotrebljava se
u mnogim podrué¢jima statistike (analiza nacrta statistickih pokusa, testiranje
hipoteze o parametru u regresijskim modelima...), a u prvom redu za testiranje
hipoteze o jednakosti aritmetickih sredina i, ..., i od K populacija temeljem
neovisnih uzoraka:

Hy.poy = pg =+ = pge = Hy..., p; # pj, zaneke i, j =1,..., K.
Provodenje testiranja sredina u parovima, "jedan po jedan", bi u konaé¢nici povecalo
razinu znacajnosti, osnosno vjerojatnost moguce greske. Osnovna zamisao analize
varijance se sastoji u tome da se usporedi varijabilitet medu aritmetickim sredi-
nama uzoraka s varijabilitetima unutar uzoraka, pa ako je on statisticki znacajno

veci, onda odbacujemo Hy.

A

p ' X, X, X, X,

TOTALNI VARIABILITET ARITMETICKIH SREDINA SVIH GRUPA

Neka su nq, ..., ngx veli¢ine uzoraka i neka je n = ny + - - - + ng. Oznac¢imo sa
xi; 1-tu vrijednost u j-tom uzorku. Neka vrijednosti xy;, ..., z, ; tvore j-ti uzorak.
J goeees Tnyj

Oznacimo sa
1 K

T=—3 > wy

N j=14i=1
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zajednicku aritmeticku sredinu svih vrijednosti u svim uzorcima, a sa

aritmeticku sredinu j-tog uzorka.

Odstupanje z;; od zajednicke sredine se moze prikazati kao zbroj odstupanja

Zbroj kvadrata odstupanja vrijednosti u svim uzorcima od zajednicke sredine oz-

nacujemo sa SST (Sum squares total) i on iznosi

SST = 3= 3oy = )" = Ly (3= 7 + 2 3 (o~ )"

j=1li= j=1li=1

Izraz
K — —\2
> n; (T; —T)
i=1

oznacujemo sa SSB (Sum squares between) i on predstavlja dio ukupne vari-
jabilnosti koji izvire iz medusobne varijacije sredina uzoraka. Izraz MSB =
SSB/ (K — 1) oznacuje sredinu takvih kvadratnih odstupanja (Mean squares).
Izraz

4

> 5 (@ - 7)°

oznacujemo sa SSW (Sum squares within) i on predstavlja dio ukupne varijabil-
nosti koji izvire iz unutarnje varijabilnosti svake pojedine grupe.
Izraz MSW = SSW/ (n — K) oznacuje sredinu kvadratnih odstupanja.

Ako su sve populacije iz kojih su uzeti uzorci normalno distribuirane s medu-

MSB
MSW

F-distribuciji sa (K —1) i (n — K) stupnjeva slobode. U slucaju da je F' <

sobno jednakom varijancom, onda su vrijednosti F' = distribuirane po

F [(k-1),(n—K)) Prihvacamo nultu hipotezu da sredine svih K populacija nisu sta-

tisticki znacajno razlicite, s razinom znacajnosti «.
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Primjer 6.8 Proizvodac igracaka Zelio je ustanoviti ima [ boja igracke utjecaj na
njezinu atraktivnost pa je na 4 uzorka od po 10-ero djece mjerio minute koliko se

pojedino dijete zadrzalo u igri s tom igrackom:

crvent | 1 |2 |5|7(6]1]2|2|4|4
suti | 2(3]6(3/2(8[7]|5/6]8
zeleni |2 14212134132/
modr: |5 (3111211342311

Mogu li se razlike medu bojama igracaka smatrati statisticki znacajnim na razini
5%¢%

Zadani su podaci K = 4, ny = --- = ng = 10, n = 40, 1z kojih se izracuna:
T1=34,T,=5,T3=24,T4=25,7T=3.325,
SSB = ilnj (T; —1)° =
10[(3.4 : 3.325)% + (5 — 3.325)% 4 (2.4 — 3.325)% 4 (2.5 — 3.325)%] = 43.475,

MSB = 225 = 83415 — 14 487,

NN

SSW ZZ(@:” T, =(1-34) "4 - +(4—-34) "+ -+(5-25°+---+
==

(1 —2.5)* =171.36,

MSW = 55 — 17136 — 3 958,

F = 355l = 4.45 > Fys 3,36 ~ 2.872.

Zakljucujemo da su razlike statisticki znacajne. Analizom po parovima se moZe

pokazati da se statisticki razlikuju sredine izmedu 2ute @ zelene, te Zute i modre

boje.

6.2 Neparametarski testovi

6.2.1 Hi kvadrat test

x2-test se primjenjuje u razlicitim statistickim postupcima. Najéesée se provodi
radi testiranja oblika distribucije populacije. Postupak se sastoji u prikupljanju
empirijske distribucije uzorka, potom se odabire model teorijske distribucije s

kojom se usporeduje empirijska distribucija. Parametre teorijske distribucije se
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ra¢una- procjenjuju pomoc¢u uzorka. Ako testiranje pokaze da se distribucija pop-
ulacije statisticki ne razlikuje (priblizno je jednaka) pretpostavljenoj teorijskoj
distribuciji, onda mozemo rac¢unati ocekivane vjerojatnosti (frekvencije) svih pop-

ulacijskih vrijednosti.

Neka u uzorku uzetom iz populacije ima n elemenata (slucajna varijabla X
poprimi n vrijednosti), a od toga toéno k-razlicitih vrijednosti (k razli¢itih intervala
kojima pripadaju te vrijednosti) pri ¢emu njih f; ima vrijednosti x; (ili pripada
intervalu x1),..., fi ima vrijednosti xy, (ili pripada intervalu x;). Tada je f1 +---+
fr = n. Postavljamo sljedecu hipotezu:

Hy...distribucija populacije je to¢no odredenog oblika; H;...distribucija nije pret-
postavljenog oblika.

Testiranje se provodi pomoéu test velicine y? = i @, gdje je e; oceki-
vana apsolutna frekvencija prema pretpostavljenoj dliz‘tribuciji, tj. e; = np;, gdje
je pi = p(X =x;) za diskretnu varijablu X, odnosno p (X € z;) ako je kon-
tinuirana. Odluka se donosi usporedbom test veli¢ine x? s teorijskom vrijednogéu
X% s (k — g — 1) stupnjeva slobode, gdje je a razina signifikantnosti, a g je broj pro-
cijenjenih parametara pretpostavljene distribucije pomocu uzorka. H se prihvaca
ako je x? < x2.

Primjena x? testa za testiranje oblika distribucije je valjana ako su ispunjeni

sljedeci uvjeti:
1. Uzorak je dovoljno velik, tj. n > 30;

2. Ocekivane frekvencije nisu suvise male, tj. sve e¢; moraju biti > 2, a 50%

ocekivanih frekvencija mora biti > 5.
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Ako se pojave ocekivane frekvencije manje od propisanog, onda se spajanjem sus-
jednih grupa one povecaju ali se i mijenja k, a time se smanjuju stupnjevi slobode.

Napomenimo da pitanje je li neki uzorak s parametrima z i s to¢no odredeno
distribuiran (primjerice normalno) znaci da je taj uzorak uzet iz populacije ¢ija
distribucija ima upravo parametre koji se podudaraju s Z i s (ili 6) (u smislu
Primjedbe 3.33). To pitanje se terminoloski razlikuje od pitanja je li uzorak uzet
iz populacije ¢ija distribucija je odredena parametrima x4 i o koji se opcenito ne

moraju podudarati s parametrima uzorka T i s ().

Primjer 6.9 Promatra se broj prometnih nezgoda po danima

Broj nezgoda |0 |1 |2 | 3| >4
Brojdana |44 [37|15 (3|1 |

Moze li se prihvatiti pretpostavka da je distribucija nezgoda po danima rasporedena
po Poissonovoj distribuciji s parametrom X\ = 0.9¢ Testira se na razini 1% znaca-
Jnosti.

Testiramo Hy...distribucija nezgoda po danima se ravna po Poissonovoj dis-

tribucigi, Hi...distribucija se ne ravna po Poissonovoj distribuciji.

Zadano je n = 100, a = 0.01, a pretpostavijena distribucija je p (z) = 87;!’\1,
pa su apsolutne frekvencije e; = np (z;) = 100%3'9”.

x; (broj nezgoda) | f; (broj dana) | p; = p(x;) | e; = 100p; (f;—e)z

0 44 0.4066 40.66 0.2744

1 37 0.3659 36.59 0.0046

2 15 0.1647 16.47 0.1312

3 3 0.0494 4.94 +1.34 | 0.8278

> 4 1 0.0134 (1.34) .

)3 100 1.00 100 x? =1.237

Buduéi je ocekivana frekvencija posljednje grupe 1.34 < 2, to je ta frekvencija
pridodana prethodnoj ocekivanoj frekvenciji 4.94. No, onda je broj razlicitih vri-

jednosti u uzorku k = 4, a ne vise 5. Test velicina je x* = 1.237. Stupnjevi slobode
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su(k—g—1)=(4—0-1) =2, a teoriyska vrijednost je jednaka x3, = 11.344.

Stoga na danoj razini znacajnosti prihvacamo hipotezu.

Primjer 6.10 Mozemo i, mjereci visinu 135 dvadesetogodisnjaka, o kojima su
podaci u tablici, donijeti zakljucak o odstupanju distribucije visine od mormalne

distribucije?

Interval x; (ecm) | Frekvencija f;
153.5 — 156.5 0

156.5 — 159.5 1

Interval x; (em) | Frekvencija f;

174.5 —177.5 20
177.5 — 180.5 16

159.5 — 162.5 2 180.5 — 183.5 13
162.5 — 165.5 9 183.5 — 186.5 5
165.5 — 168.5 15 186.5 — 189.5 1
168.5 — 171.5 25 189.5 — 192.5 0
171.5 — 174.5 28 by 135

Buduéi je T = 173.47 (vagana aritmeticka sredina) i s = 5.37, to éemo testirati
hipotezu je li populacija visina dvadesetogodisnjaka iz koje je uzet uzorak velicine
135 distribuirana po normalnoj distribuciji N (173.47,5.37).

Da bismo lakse izracunali p;, tj. povrsinu iznad intervala x; = (x;,x;2) ispod
Gaussove krivulje, a time i teorijsku frekvenciju e; = 13bp;, promatrajmo stan-

dardiziranu normalnu varijablu z = =L odnosno preratunajmo granice (x;1,Z)
g

svakog pojedinog intervala u z vrijednosti (zil = BB 2y = 22k ) odstupanja od

aritmeticke sredine u jedinicama standardne devijacije.

e s _ 153.5-173.47 _
Primgerice: z1; = 25525 = —=3.72,
2y = 1565-1T347 _ 3 96

5.37

p(Z € (—3.72,-3.16)) = p ({0, 3.72)) — p ({0, 3.16)) = 0.0003,
e; = 135 -0.0003 ~ 0.04.
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Dobivene podatke prikazimo u donjoj tablici.

z vrijednosti (21, zi2) | tablitna vjerojatnost | ocekivana frekvencija
intervala x; (povrsina) p; e
-3.72 do -3.16 0.0003 0.04
-3.16 do -2.6 0.0039 0.53
-2.6 do -2.04 0.016 2.16
-2.04 do -1.48 0.0487 6.57
-1.48 do -0.93 0.1068 14.42
-0.93 do -0.37 0.1795 24.23
-0.37 do 0.19 0.2197 29.66
0.19 do 0.75 0.1980 26.73
0.75 do 1.31 0.1315 17.75
1.81 do 1.87 0.0644 8.69
1.87 do 2.43 0.0232 3.13
2.48 do 2.98 0.0061 0.82
2.98 do 3.54 0.0014 0.19

Grupiranjem cetiri prve te cetiri zadnje grupe, te zbrajanjem odgovarajucih po-

dataka postizemo moguénost primjene x? test. Relevantne podatke prika?imo tabe-

larno.
Ji € fi—ei| (fi— €z')2 %
12=142+91]0.04+0.53+2.16+6.57=9.3 2.7 7.29 0.784
15 14.42 0.58 0.336 0.023
25 24.23 0.77 0.593 0.024
28 29.66 —1.66 | 2.756 0.093
20 26.73 —6.73 | 45.293 1.694
16 17.75 —1.75 | 3.063 0.173
19 8.69+3.13+0.82+0.19 = 12.83 | —6.17 | 38.069 2.967
=135 3 =135 5.758

Test velicina je x* = 5.758. Buduéi da smo oba parametra koja odreduju normalnu

distribuciju procijenili pomocu uzorka, to je g = 2, a nakon spajanja razreda s
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premalom frekvencijom je k = 7, pa su stupnjevi slobode (k — g — 1) = 4. Buduéi
je xX* < X2os = 9.488, to prihvaéamo hipotezu da je populacija visina dvadesto-

godisnjaka 1z koje je uzet uzorak normalno distribuirana.

Zadatak 6.11 Ako je od 200 studenata njih 40 palo na ispitu kod nekog profesora,
110 dobilo ocjenu manju od 5, a njih 50 dobilo ocjenu 5, moZemo li reci da ovaj
rezultat odstupa od "normalne” rasporedenosti uspjeha po kojoj je 50% prosjecnih

i po 25% logih i izvrsnih.

Rjesenje: Zadane podatke prikazimo tabelarno
Ji € fi—ei | (fi— 61')2 (f;—e)Q
40 | 50 | —10 100 2
110 | 100 | 10 100 1
50 |50 |0 0 0

Vrijedi x* = 3, k = 3, n = 200. Stupnjevi slobode su (k—g—1) = 2, pa je za

a = 0.05 x3,5 = 5.991. Buduéi je x* < X35 to zakljuéujemo da ova distribucija

ne odstupa statisticki znacajno od "normalne”.

Zadatak 6.12 Ispituje se ucestalost zastoja strojeva na jednoj proizvodnoj liniji

po jednoj smjeni. Analizom 400 smjena registrirano je:

Broj zastoja | 0 | 1 2 3 14 |5 |6
Broj smjena | 35 | 115 | 130 | 75 (30 | 10 | 5 |

Moze li se prihvatiti pretpostavka da se ucestalost zastoja ravna po binommnoj dis-
tribuciji?

Rjesenje: Pretpostavljena binomna distribucija u ovom slucaju je oblika
p(z) = (676—;)!96!]& (1-— p)6_x. Buduéi p nije poznat moramo ga procijeniti. Oceki-
vana vrijednost binomne varijable je 6p, pa cemo ju izjednaciti s aritmetickom
sredinom uzorka, tj. T = 2. Izlazi da je p = %. Sada lako izracunamo oceki-
vane vjerojatnosti p (x;) = m (03)9C (1 — 0.3)67% 1 ocekivane frekvencije
ei = np (z;) = 400p (z;) .
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T | Ji p(xi) | e %

0 |35 | 0.0878 | 35.12 0.00041
1 ] 115 | 0.2634 | 105.36 0.88202
2 | 130 0.3292 | 131.68 0.02143
3 |75 ]0.2195 | 87.80 1.86606
4 130 |0.0823 | 32.92 0.259

5 |10 | 0.0165 | 6.60 +0.52 = 7.12 | 9.72112
6 |5 0.0013 | (0.52) ok

> | 400 | 1.00 400 11.75004

Ocekivana frekvencija zadnje grupe je < 2, pa je dodana prethodnoj otekivanoj
frekvenciji 6.6. Stupnjevi slobode su (k—g—1) = (6 —1—1) = 4. Teorijska
x> wvrijednost za o = 0.05 je x2,5 = 9.4877, a buduéi je manja od empirijske

x? = 11.75004, hipotezu ne prihvatamo.

x2-test rabimo i za testiranje hipoteze o jednakosti proporcija triju ili vise
populacija:
Hy..pr = =pp = p; H,y.p; # pj, zaneke 1,5 =1,.... k.
Neka u k uzoraka veli¢ine nq, ..., ng, redom, uzetih iz k razlicitih populacija,
my, ..., M elemenata u tim populacijama ima trazeno obiljezje. Ispitujemo hipotezu
da je proporcija trazenog obiljezja u svim populacijama medusobno jednaka i iznosi

P.

ma 4 my,

Ako proporcija p nije zadana uzima se p = R —

. Test veli¢ina je x? =

k .2

> @, pri ¢emu je f; = m;, a e; = n;p ili ¢; = nyp. Teorijsku vrijednost x2
i=1 ’

uzimamo na razini signifikantnosti a i sa k — 1 stupnjeva slobode. Ako je x* < x2,

onda prihvacamo hipotezu da se proporcije statisticki znac¢ajno ne razlikuju.

Primjer 6.13 Iz 4 najveca dalmatinska grada anketirani su konzumenti kave wu
uzorcima od 100,200, 150,250. Od toga je na pitanje o povremenom kupovanju

nove marke kave potvrdno odgovorilo 20,35, 37,43, redom. MoZe li se pretpostaviti
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da je proporcija kupaca nove marke kave jednaka u sva 4 grada. Testira se na

razini 5% znacajnosti.

oo A mdeetma 20435437443
Vrigedi p = ni+-—4ng  100+200+150+250 0.1928.

Broj potrosaca | Broj kupaca odredene | Ocekivani broj

u uzorku n; kave u uzorku m; = f; | kupaca e; = n;p @

100 20 19.286 0.02643

200 35 38.572 0.33079

150 37 28.929 2.25176

250 43 48.215 0.56406

> =700 > =135 > =135 % = 3.17304

Testna velicina je x* = 3.173. Stupnjevi slobode su k—1 = 3, pa je X3 s = 7.81473.
Buduéi je x* < x2 to mozemo prihwatiti da se proporcija kupaca kave odredene

marke u sva 3 grada statisticki znatajno ne razlikuje, s razinom signifikantnosti

5%.

Neka diskretna dvodimenzionalna slu¢ajna varijabla Z = (X,Y') poprima vri-
jednosti (z;,y;) i neka je p;; = p(X =x;,Y = y;) vjerojatnost dogadaja koji se
sastoji od onih ishoda kojima slu¢ajna varijabla pridruzi uredeni par (x;,y;) (do-
gadaj da slucajna varijabla ima vrijednost (z;,y;)). Neka je distribucija diskretne

slucajne varijable (X,Y') prikazana tablicom kontigencije:

X\Y |y |y |- Y;

T P11 | P12 | - | P1y
Hp) P21 | P22 | - | P2y
T Pi1 | Pi2 | = | Dij

U uzorku od n elemenata pojavile su se vrijednosti (z;,y;),i=1,...,r;j =1,...,¢,

s frekvencijama f;;, Sto znaci da od n elemenata u uzorku njih f;; ima vrijednost
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varijable (obiljezje) X jednaku z; i vrijednost varijable Y jednaku y;, pri ¢emu

varijable ne moraju biti numericke, tj. obiljezja z; i y; mogu biti nenumericka.

X\Y [y | [y | 2
T f11 T flc ny.
Ty f?"l e frc Ny.
> ny |- | neln

Zelimo testirati hipotezu o neovisnosti dogadaja X = z; 1 Y = yj, tj. obiljezja x;
i y;, odnosno o jednakostima p;; = p;.p.;, zasvakit = 1,...,7; j = 1,..., ¢, gdje su
pi. 1 p.; marginalne vjerojatnosti.
Hy..pij=pip, Vi=1,...,r;j=1..c
Hy.3ie{l,..,r}35€{1,....c} pij # piD.;
Test velicina je x? = ZT: EC: @, gdje je e;; = np;; = n
frekvencija. Ako je le éljxé, gdje je o razina signifikantnosti testa, a x2 vrijednost

neld = M ogekivana,

n2

x? distribucije sa (r — 1) (¢ — 1) stupnjeva slobode, onda se prihva¢a hipoteza o

medusobnoj neovisnosti svih obiljezja x; i y;.

Primjer 6.14 Na uzorku od 900 potrosaca istraZuje se ovisnost izmedu visine mje-
secne place i sklonosti kupovine odredenog proizvoda s razinom signifikantnosti od

5%. Dobiveni su sljedeti rezultati:

sklonost potrosnji

placa\ stalni kupac | povremeno ne kupuje | ukupno

< 1000 € 70 17 21 108

1000 — 1500 | 165 56 28 249

1500 — 2500 | 195 85 26 306

> 2500 170 42 25 237

ukupno 600 200 100 900
Ocekivane frekvencije racunamo prema formuli e;; = ni':'j, 1=1,...,4;, 5 =1,2,3,
pajo cuy = Bt = USE0 _ 7 gy = mpma = SN0 gy o, = mas =
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4 3

237:100 __ iy .9 (fij—eij)> _ (70=72)2 (17—24)2

00 = 26.33. Testna velicina je x* = 21 21 Jeij’ = = T+
1=1 9=

L B3 g 633 Stupnjevi slobode su: (4 —1)(3—1) = 6, pa teorijska
26.33 D99 ‘ )

vrijednost x? distribucije s 6 stupnjeva slobode za o = 0.05 iznosi x3 o5 = 12.5916.

Buduéi je x* > X325 to, na danoj razini znacajnosti, ne prihvatamo pretpostavku

da je sklonost kupovini nekog proizvoda neovisna o placi.
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